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Beiträge zur Theorie der stetigen Funetionen 
einer reellen Veränderlichen. 


‘Von Herrn T. Broden in Lu 


"Sy: 
\ 


' 


dei stetige Funetion f(x der reellen Veränderlichen x lässt sich, 
wie Weierstrass gezeigt hat*), als Grenzfall für z» = ®x einer ganzen ratio- 
nalen Funetion »ten Grades auffassen, deren Coeffieienten von » abhängen. 
und welche sich gleichmässig an f(x) nähert. Es wäre ein naheliegender 
(redanke, mit diesem einfachen Satze als Ausgangspunkt mehr umfassende 
systematische Entwickelungen zu versuchen, als z. B. aus der Anwendung 
der bekannten, durch verschiedene Reihenarten vermittelten Singularitäten- 
ceondensation**) zu erwarten sein dürften. Gegenwärtig werden wir jedoch 
eine andere Methode zur Herleitung verschiedener Funetionenarten be- 


nutzen, indem wir die stetigen „Uurven“ als Grenzfälle für gebrochene Ge- 


raden bei unbegrenzter Vermehrung der Gliederanzahl auftfassen, und zwaı 


I 
i 
LIIeESErT nale- 


so, dass jeder Eckpunkt nach seiner Einführung fest lieg 


—t 


liegende, aber bisher nicht systematisch befolgte Weg***) lässt sich in de: 





That auch in jedem speciellen Falle anwenden — womit selbstverständlich 
= 2 vo < n Eon . nA ’ | 14 N‘ z . 
nicht gesagt ist, dass dies immer mit demselben Vortheil geschehen kann. 

Ueber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkürli | er 
reellen Veränderlichen. Sitzungesberichte der Berliner Akad. 1885. 8. 635 — 639. 759 —S0) 
J Vergl. U, Dini, Fondamenti per la teor! ı delle funzioni di va .‚rısa 1818, 
p. 117 u. ff.; J. Lüroth und A. Schepp, deutsche Bearbeitung desselben Werkes, | 
1892, 8. 157 u. fl,; @. Cantor, Ueber ein neues und allgemeines Condensations] | 
der Sineularitäten. Math. Annalen XIX, Ss. 5533 —594. Einige Bemerkungen üb: S 
Weierstrass-Cantorsche Condensationsprineip stehe ich im Begriff, an anderer St 


veröffentlichen. 


ix 


) Eine ziemlich complieirte specielle Anwendung derselben A. Köpcke, M 
Ann. XAIX, Ss. 123— 140. 
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en 


Jedenfalls ist es doch von Interesse, näher zu untersuchen, welche Functionen- 
verhältnisse bei einfacheren Anwendungen der fraglichen Methode hervor- 
gehen. Im Folgenden werden einige einfachere Fälle betrachtet, bei denen 
die Entstehung der verschiedenen Funetionenverhältnisse ziemlich anschaulich 
hervortritt. Wie man nachher zu einer grösseren analytischen Einheitlichkeit 
in der Darstellung der Füunetionen übergehen kann, wird eine Frage 
für sich”). 

Kinige Betrachtungen werden vorausgeschickt, welche sich theilweise 


auch auf gewisse Arten unstetiger Funetionen beziehen. 


$ 2. 


f IMATrE | nd serundär: Stelle . Die Beeriffe quası- stetig und glei hförmig. 


Wir gehen von der einfachen Bemerkung aus, dass eine in einem 
sewissen Intervalle stetige Function y= f(x) für jede Stelle dieses Inter- 
valles völlig bestimmt ist, wenn man die y-Werthe für gewisse Stellen 
kennt, welche im ganzen Intervalle condensirt sind, aber eine abzählbare 
Menge bilden**). Dass es sich so verhält, ist augenscheinlich: jede Stelle 
x kann als Grenzstelle für eine dem abzählbaren Systeme angehörende 


Werthmenge aufgefasst werden, kurz 2 =limr, ; und es muss dann noth- 


GE 


wendig limf(z, ) = f(x) sein; wenn nämlich limf(«, ) von f(x) verschieden 


oder unbestimmt wäre, würde hieraus offenbar eine Discontinuität folgen. 
as abzählbare und condensirte System wollen wir als primäres 
Werthsystem bezeichnen; die übrigen Werthe als secundär. Für eine ge- 
vebene stetige Function kann man das Primärsystem beliebig wählen; aber 
es handelt sich nun darum, durch Vermittelung eines Systems der an- 
segebenen Art zu einer stetigen Function zu gelangen. Man denke sich 
also in einem sewissen Intervalle, es sei . Bb. 0 = 21, ein abzählbares 


und überall eondensirtes System von z-Werthen 


7, Is, * “ .. IL. 


Vergl. €. Runge, Acta Math. VII, p. 3857 — 592. 
Bekanntlich ist nach @. Cantors Terminologie eine Menge abzählbar. wenn sie 
sich in einer einfachen Reihe a,, a, @,, ..., An »». ordnen lässt: und eine Werth- 


menge ist in einem ganzen Intervalle „condensirt“, wenn in jedem Partialintervalle 


Werthe sich befinden, welche dem Systeme angehören. 
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und entsprechende (endliche und bestimmte) Funetionenwerthe 
Ka) Kal -: + Ma) 
Yı, en Y,. 
und man definire für die übrigen (secundären) z-Werthe f(x) = y durch die 
Bestimmung, dass f(x) =limy,, sein soll, wenn limz, =x ist, wobei 


n=x x 
selbstverständlich die Möglichkeit vorliegt, dass verschiedene Annäherungen 
an z verschiedene Grenzwerthe für y, geben (oder je für sich lim y,, 
unbestimmt lassen), und also Unbestimmtheit für f(x) entsteht. Für die 
Stetigkeit von f(x) ist es aber nicht nur nothwendig, sondern auch hin- 
reichend, dass limy, immer endlich und bestimmt ist, sowohl wenn = = limx 
secundär, als auch wenn x primär ist; (es gilt keineswegs mit Nothwendigkeit, 
dass limy, =y, ist, wenn limz, =x;). Dies ist leicht zu finden: wenn » 
hinreichend gross, also |r— x, | hinreichend klein ist, so wird, zufolge der 


Annahme, |y—y, | beliebig klein; es sei ferner limx, = r+J (d > 0); dann 


folgt aus der Annahme, dass für hinreichend kleines |d| und hinreichend 
grosses » |y, —y„, | beliebig klein wird, also für hinreichend kleines |d\, 
‚lımy, —limy, | beliebig klein. Dies bedeutet, dass für hinreichend kleines 
191, If(@+0)—f(x)| beliebig klein ist, unabhängig davon, ob 2+0 primäi 
oder secundär ist. Da dies für alle x gilt, ist f(x) stetig, w. z. b. w. 
(Wenn man nur weiss, dass limy,, für secundäre Stellen endlich und be- 
stimmt ist, so folgt hieraus die Stetigkeit in den secundären Stellen; aber 
Unstetigkeiten in den primären sind hierbei keineswegs ausgeschlossen. 
Die Stetigkeitsbedingungen können aber auch in einer anderen Form 
ausgedrückt werden. Wenn f(x) stetig sein soll, ist es selbstverständlich 
nothwendig, dass f(x,) folgende Eigenschaft hat: bei gegebenem x, und für 
hinreichend kleinen Werth’ von |z,—z;| soll |y,—y;| beliebig klein sein 
was wir kurz so ausdrücken wollen, dass f(x,) eine quasi-stetige (quasi- 
continuirliche) Funetion (der primären x) ist. Aber diese Eigenschaft ist 
noch nicht für die Stetigkeit von f(x) hinreichend. Wenn f(x) stetig ist, 
so ist sie auch immer „gleichförmig stetig‘“*): für hinreichend kleines |d 
ist bei jedem xz-Werthe |f(x-+0)—f(z)| kleiner als eine gegebene beliebig 


kleine positive Grösse e Bei der Function f(z,) können wir von einer der 


*) 8. Dini, Fondamenti p. 4/—49; Lüroth und Schepp p. 62—62. 


 * 
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gleichförmigen Stetigkeit völlig analogen Eigenschaft sprechen: |y,—y;| < e 
x,—x;| hinreichend klein ist. Diese Eigenschaft, 





unabhängig von z,, wenn 
welche wir ja kurz als Gleichförmigkeit von f(x,) bezeichnen können, folgt 
aber keineswegs aus der Quasi-Stetigkeit. (Der für f(z) geltende Gleich- 
förmigkeitsbeweis kann nicht für f(z,) reprodueirt werden, weil eine Grenz- 
stelle für primäre = im allgemeinen nicht selbst primär ist). Aber für die 
Stetigkeit von f(x) ist selbstverständlich die Gleichförmigkeit von f(z,) 
ebenso nothwendig wie die (darin liegende) Quasi-Stetigkeit. Dass sie auch 
hinreichend ist, kann man folgendermassen einsehen. Es sei wie oben 


limz, =r. Man hat 


1. limy,, = 4, + J)t Ya y)t ta dr In inf. 


Diese Reihe kann zufolge der Gleichförmigkeit weder divergent noch in- 


determinirt sein. Wenn sie nämlich divergirte, so müsste für ein beliebiges 


» eine Zahl m,, so bestimmt werden können, dass |y, , ,—9.,| grösser als 
eine beliebige positive Grösse A wäre; nachher müsste auf dieselbe Weise 
für hinreichend grosses m > m, |Y,,,n.—Yenım,| > A Sein, u. 8. w.; also 
würde 

2. lim y,, un Henn) 
nieht gleich Null sein; anderseits ist ja 

3. lim(x, _ 3 DD } 


also muss zufolge der Gleichförmigkeit auch (2.) verschwinden; dies zeigt 
die Unmöglichkeit der Divergenz. Und wenn die Reihe unbestimmt wäre, 
so würde dies ebenso voraussetzen, dass für gewisse Werthreihen 

Meer TPEIRIPee 


der Grenzwerth (2.) von Null verschieden (bez. unbestimmt) wäre*). Folglich 


ist (es sei x primär oder secundär) limy, endlich und bestimmt. Dasselbe 
\ I Yo, 


art 


gilt bei jeder anderen Annäherung an x: Für limz,, = x, ist limy,, endlich 


nNn—R 


und bestimmt. Und aus der Gleichförmigkeit folgt ferner, da lim(x,, — x; )=0 


R»=208 


Da lim(y,,,,—%,) = 0 ist, würde übrigens Unbestimmtheit nur dadurch ent- 
\J0n+1 N DO 
T. 


stehen können, dass für unendlich grosse » sowohl unendlich viele positive als auch un- 


endlich viele neeative eonsecutive Glieder vorkämen. 
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ist, dass auch lim(y„ —y,,) = 0 wird, d. h. limy, limy,. Da also für 
alle x ein endlicher und bestimmter Grenzwerth existirt, so folgt die Stetig 
keit von f(x). 

Man kann den Stetigkeitsbedingungen auch folgende dritte Form 
geben: Es ist hinreichend und nothwendig, dass f(r;) quasi-stetig ist, und 
dass f(x) an allen secundären Stellen einen bestimmten endlichen Werth hat. 
Die Stetigkeit in den secundären Stellen folgt, wie wir sahen, aus der 
zweiten Annahme Für eine primäre Stelle x, ist zufolge der Quasi 
stetigkeit |f(z,+0)—f(z,)| für hinreichend kleines |d| beliebig klein, wenn 
z,+0d eine andere primäre Stelle ist; und dasselbe muss in der That auch 
für secundäre c+0 gelten, da f(x, +0)—-f(z,)| zufolge der zweiten An 
nahme beliebig klein wird, wenn die primäre x, hinreichend nahe an 
z;+0d liegt. Die Bedingungen sind also hinreichend: die Nothwendigkeit 
ist schon oben bemerkt. 

Wenn die Stetigkeitsbedingungen nicht erfüllt sind, wird f(x) „punkti 
unstetig“. Mit Bezug auf f(z,) kann man die (primären oder seeundären 
Unstetigkeitsstellen von f(x) als „Ungleiehförmigkeitsstellen“ bezeichnen 
Dieselben können in endlicher oder unendlicher Menge vorkommen, eon- 
densirt oder nicht-condensirt sein. Zu bemerken ist, dass die Unstetigkeiten, 
welche bei Quasi-Stetigkeit von f(z,) vorkommen, offenbar immer in dem 
Sinne wesentlich sind, dass sie nicht unter Beibehaltung der in den 
Stetigkeitsstellen geltenden Functionswerthe aufgehoben werden können 


Auf nähere Untersuchung der Unstetisgkeiten gehen wir diesmal nicht ein. 


N 
So. 


Derivation. Maxima uı Mini 


Um das Verhalten- der Derieirten von f(x) in einer primären odeı 
secundären Stetigkeitsstelle zu bestimmen, braucht man nur die in der Nähe 
von x liegenden primären Stellen zu berücksichtigen. Es sei nämlich 
&, dr 20, &,, ».. eine Reihe secundärer Stellen mit lim$,—= x. Wenn sie 


„u 
5 
L. 


sämmtlich Stetigkeitsstellen sind, so entspricht jeder S, ein bestimmter Werth 
von f(&,)=n,, und limn, ist = f(x) =y. Andererseits betrachte man, für 


0x 


*) Die Unstetigkeiten sind nicht „hebbar“ (Riemann). 
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alle eg, primäre Systeme $,, Sr +++ Sun +, mit lim&,=&,. Es sei 


A SL. 


f(S5..)=N„; und man setze &,=8,+0,,, , =Nut&w Es ist dann 


limd, , = lime,, =. 


M=% U=T 


dd 


Demzufolge wird, wenn man jedem o-Werthe einen bestimmten «-Werth 
ı«, derart zuordnet, dass limu, = oo ist, 


g I. 
lims,.„,=x, lm Non, = 9: 
D ’ > Du v 


und es lassen sich die Zahlen «, überdies so wählen, dass 


|d ı<ea,&—el, E 


I< o!n. —uw| 
(Mn | . &| No Yı 


PHo 
wird, wo «@, für o= x verschwindet, aber sonst beliebig ist; mit anderen 
Worten so, dass d,, bez. & 


dA 
d 


u, für e=»x unendlich klein von höherer 


Ordnung als 5,—x bez. 7,—y wird. Unter dieser Voraussetzung wird 


. Nou,Y . Ho—y—E, U og . Not 
4. lim — — ]lım - ° — lim 27 . 
| = % Sou, x GO gu So—T 


dies bedeutet, dass der Grenzwerth 


im [HI 
But) Ö 


bez. die Art ihrer Unbestimmtheit) sich nicht ändert, wenn man z-+0 die 


Um 


2 ...,. 


primäre Reihe Sy, 5 Sau + +3 Souya +, Statt der secundären $,, $., FT 
durchlaufen lässt. Hiermit ist bewiesen, was zu beweisen war, unter der 
Voraussetzung, dass in einer gewissen endlichen Umgebung von x keine 
Unstetigkeiten vorkommen; in diesem Falle muss man die Beweisführung 
ein wenig modifiziren, worauf wir jedoch gegenwärtig nicht näher ein- 
gehen, da unser jetziger Hauptgegenstand die durchaus stetigen Func- 
tionen sind. 

Die Maximum- und Minimum-Stellen für f(z,) sind offenbar solche 
auch für f(x); aber selbstverständlich können auch secundäre Maxima und 
Minima vorkommen. 

Mit Bezug auf die Maxima und Minima einer stetigen Function f(x) 
schieben wir übrigens hier folgende Bemerkungen ein. ‚Jeder Maximum- 
bez. Minimumstelle © kann man eine Grösse zuordnen, welche wir als 


„Prioritätsbereich“" bezeichnen wollen: es sei e die obere Grenze für die 





Pe TE . en it ED = A i 
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positiven d, für welche f(e+0d) <- f(x) bez. —> f(x) ist, und ebenso n für 


diejenigen Öd, welche f(@—0d) < f(x) bez. f(x) machen, in beiden Fällen 


so zu verstehen, dass auch alle kleineren Ö dieselbe Eigenschaft haben 
sollen; der Prioritätsbereich ist die Strecke von 2—n bis zux+: (Länge: n-+e). 
Wir nehmen z. B. an, dass x eine Maximumstelle ist. Alle anderen 
Maximumstellen, welehe in den Prioritätsbereich von x fallen, haben 
einen geringeren Prioritätsbereich: für eine Maximumstelle zwischen z und 
z+e bez. 2e—n ist ja der Prioritätsbereieh schon < e bez. n (als unmittel- 
bare Folge der Definition). Hieraus folgt, dass Maximumstellen, deren 
Prioritätsbereiche (der Länge nach) oberhalb einer von Null verschiedenen 
Grenze g liegen, in keinem Partialintervalle iberall eondensirt sein können. 
Eine solehe Condensation vorausgesetzt, nehme man nämlich in dem be- 
treffenden Intervalle zwei Maximumstellen &, und & mit |S,—$ g an: und 
es sei z. B. &, <Z&, und der Prioritätsbereieh (g,) von $, kleiner als deı 
jenige g, von $. Dann kann ja $, nicht innerhalb g, fallen; der obere Theil 
y von g, muss also < &,—$, <g sein. Aber der Prioritätsbereich einer be 
liebigen innerhalb 7 liegenden Maximum- Stelle ist ja nicht nuı 
sondern sorar 7; also a fortior: q, was veren die Annahme streitet 
Dagegen ist nicht ausgeschlossen, dass Häufungsstell: » existiren fü 
Maximumstellen, deren Prioritätsbereiche beliebig nahe an eine Grösse q 
kommen. Aber es gilt dann immer, dass bei der Annäherung an die Häu- 
fungsstelle, der obere oder untere Theil des Prioritätsbereiches unbegrenzt 


abnimmt. Es sei nämlich &, &, .... &. ... eine Folge von Maximum 


stellen mit lim&,=r, und die entsprechenden Prioritätsbereiche g,, 9. :-.. 9.. 

mit limg,=g. Man nehme zunächst an, dass immer $ Bi 7 

ist. Der obere Theil von g, muss dann kleiner als &,.,—$, sein. Abe 
lım($,.,—$,) ist gleich Null. Also verschwindet auch der erwähnte obere 
Theil für »= x; (der Grenzwerth des unteren 'T'heiles ist somit =g). Im 
Falle &,< 58,,,, 9, > 9,1 ergiebt sich auf analoge Weise, dass der untere 
Theil von 9, für a= x» verschwindet. Für &, > £,,, verschwindet dagegen 
der obere oder untere Theil, je nachdem y oder < g,,, Ist. Wenn ab- 
wechselnd ii =; und . rt oder g,°' ui und  In41 ist. redueirt 


man die Untersuchung durch Zerlegung der Gruppe &, in zwei oder mehrere 
Gruppen, oder durch Veränderung in der Ordnung der Glieder auf die er- 
wähnten Fälle. Also verschwindet beim Grenzübergang immer der obere 


oder der untere Theil des Prioritätsbereiehes (oder abwechselnd der eine 
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und der andere), w. z. b. w. — Aehnliches gilt selbstverständlich für die 
Minima. 

Wenn Häufungsstellen der erwähnten Art (gar nicht oder) nur in 
abzählbarer Menge vorkommen, so ist es ziemlich leicht zu zeigen, dass 
auch die Maxima-Minima selbst abzählbar sein müssen. Im entgegen- 
vesetzten Falle ist es vielleicht denkbar, dass auch die Maxima-Minima 
eine nicht abzählbare Menge bilden. 

Uebrigens ist zu bemerken, dass jede Häufungsstelle A von Maxima- 
Minima „Oseillationsstelle“ ist in dem Sinne, dass f(x) in einer beliebig 
kleinen oberen oder unteren Nähe von Ah (oder beides) nicht mit x durchaus 
zu- oder abnimmt — und dass umgekehrt jede solche Osecillationsstelle 
(bei stetigen Funetionen) Häufungsstelle für Maxima-Minima sein muss. 
Wenn die Maxima-Minima überall condensirt sind, oder sonst unendlich 
viele Häufungsstellen haben, so „osecillirt die Funetion unendlich oft“. 

as über Maxima-Minima Gesagte gilt auch mit gewissen Modi- 
fieationen für punktirt unstetige Functionen. 


$ 4. 
Das primäre System als Grenzfall endiicher Systeme. Die Curve y=/(z) als Grenzfall 
einer gebrochenen Linie. 

Unseren Grundgedanken, die Frage auf ein eondensirtes und abzähl- 
bares Werthsystem zurückzuführen, wollen wir nun weiter verfolgen. Jede 
abzählbare Menge lässt sich auf mannigfaltige Weise als eine abzählbare 
Menge von endlichen Elementengruppen auffassen. Eine in einem gewissen 
Intervalle condensirte, abzählbare Werthmenge, wie unser Primärsystem, 
kann man sich als durch suecessive Interpolationen von immer näher und 
näher an einander liegenden Werthen entstanden denken, kurz als Grenzfall 
für eine endliche Menge S,.. Man kann z. B. die ganze Strecke zunächst 
in zwei Theile zerlegen, dann diese Theile in je zwei, u. s. w.; die End- 
punkte mitgezählt, enthält dann S, 2”+1 Werthe. Jedem neu eingeführten 
x, ordne man gleichzeitig einen y,-Werth = f(z,) zu, also jedem $, ein y;- 
System T,. 

Hieran schliesst sich im Falle der Gleichförmigkeit von f(z,) eine 
zweite Definitionsform für f(x). Man verbinde alle zu (S,T,) gehörenden 
Punkte, deren Abseissen eonsecutiv sind, durch gerade Linienstücke; die so 
kurz: die gebrochene Linie (S,T,)] repräsentirt 


Das primäre System (z,y,) wird Grenzfall für n= x von (8S,T,). 





entstehende gebrochene Linie 


ı 








. . . ., Ar‘ Peer 7 RAN ” 
nahe ee cr EN a a . „A 
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eine stetige Funeion f,(x). Für primäre Abseissen ist offenbar immer 
fe.) = limf,(e,). Bei Gleiehförmigkeit gilt dasselbe auch für die seeundären. 


Es sei &,, <e< x. Wo z, und z,, eonseeutive Abseissen in S, sind. mit 
den entsprechenden Ordinaten y,, und y,. Dann ist auch y, f(x Y 

oder y,. > f,(z) > y., oder y. = f(x) = y.. Zufolge der Gleichförmigkeit 
ist aber limy,, = limy,, = f(x). Also wird auch limf,(z) = f(x). Die stetige 


n n n 


Curve y= f(x) ist also einfach als Grenzfall der gebrochenen Linie y = f,(r 
aufzufassen. 


Andererseits ist auch immer f(x) =limf,(z),. wenn limf,(z) eine 
stetige Function ist. Dann wird nämlich lim y, = limy,, gleich einer be- 
stimmten endlichen Grösse gleich limf,(z). und andererseits limy f(x 


nach der früheren Definition von f(x). Es sind also immer f(x) und limf,(« 
gleichzeitig stetig oder unstetig. 

Dagegen können die beiden Funetionen auf verschiedene Weise un- 
stetig sein. Es ist z. B. möglich, dass limf,(z). obgleich unstetig, für alle 
x endlieh und bestimmt ist. ohne dass dies mit f(x der Fall ist 

Die Reihe 


en (limf,(@) = ha)+lkd-h) + d)-f(a 
nb | tler) le + 1m ımt. 


giebt, nach einem bekannten allgemeinen Satze*), eine stetige Function. wenn 
sie gleichmässig convergirt, d. h. wenn unabhängig von x und für hinreichend 
grosses n |f,(@)—limf,(x)| kleiner als eine beliebig kleine positive Grösse 
ist. Die nähere Analyse dieser Bedingung wird uns aber gegenwärtig nicht 
beschäftigen, da sie für das Folgende nicht nothwendig ist. Für die dort 
betrachteten Speeialfälle ist es hinreichend, folgende einfache Bemerkungen 
zu machen. 

In der That muss f(x) immer stetig sein, sobald die Richtungs- 
coefficienten der Glieder der gebrochenen Linie (S,T,) zwischen endlichen 
Grenzen bleiben. Denn in jeder Umgebung einer Unstetigkeitsstelle finden 
sich primäre Stellen, deren Ordinaten um endliche, deren Abseissen aber 
um unendlich kleine Grössen differiren, und dies wäre nicht möglich. wenn 
unendlich grosse Richtungseoeffieienten ausgeschlossen wären 


) Siehe z. B. Dini, Fondamenti p. 110: Lürotk und Schepp p. 14: 


Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 1. ) 
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Zweitens ist die Stetigkeit gesichert, wenn y,; mit x, durchgehends 
steigt oder fällt, und wenn man zeigen kann, dass die y,; überall condensirt 
sind. Denn zufolge der ersten Annahme können Unstetigkeiten nur da- 
durch entstehen, dass man bei der Annäherung an einen gewissen z-Werth 
von oben und von unten zwei verschiedene Grenzwerthe für y, erhält, 
was selbstverständlich durch die zweite Annahme ausgeschlossen wird. 

Hierzu fügen wir noch folgende Bemerkung. Von einem beliebigen 
primären Punkte (x,y;) aus geht für hinreichend grosse » ein bestimmtes 
Linienstück nach oben (in positiver e-Richtung), und ein anderes nach 
unten. Die Richtungscoeffieienten derselben können wir kurz als vorderer 
und hinterer Richtungscoefficeient bezeichnen. Wenn für jede bestimmte 
primäre Stelle beide Richtungseoeffieienten zwischen endlichen Grenzen bleiben 
[was selbstverständlich nicht damit gleichbedeutend ist, dass die Richtungs- 
eoeffieienten der (S,T,)-Glieder überhaupt endlich bleiben], so ist es ein- 
leuchtend, dass die Funetion f(z,), wenn auch nicht gleichförmig, doch 
wenigstens quasi-stetig St. 

SD. 


Die Derivirten in den primären Stellen. 


Wenn f(x) in einer primären Stelle eine bestimmte (endliche oder 
unendliche) vordere oder eine bestimmte hintere Derivirte, f,(x,) bez. f_(«,), 
haben soll, so ist es selbstverständlich nothwendig, dass die vorderen bez. 


nu 


hinteren Richtungseoefficienten m,, und m,,, bestimmte Grenzwerthe haben. 
Aber hinreichend ist dies durchaus nicht. Wir werden die ferneren Be- 
dingungen näher untersuchen. 
Es sei x, in S, neu eingeführt, und 5, bezeichne die in S,,, nächst- 
folgende Abseisse mit der entsprechenden Ordinate n,. Dann ist 
mm, — im —E 


u 
No on >0 T 


Angenommen, dass dieser Grenzwerth bestimmt ist, so gilt es festzustellen, 

unter welchen Bedingungen dieselbe Grenze erhalten wird, wenn man sich 
auf andere Weise von oben unbegrenzt an (z,y,) nähert. 

Man betrachte das Intervall &,,....$,, und bezeiehne mit $G) die Ate 

‚ welche in diesem Intervalle 


Ir 


Abseisse (von links nach rechts gezählt) 


FARFEE 
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Hr 


bei der Bildung von S neu eingeführt wird (k>1,4=1]). und 


sei die entsprechende Ordinate. Es ist immer 


\ ruld) 

(6 \ Lime M; . ? +1 So) U 

\ °) & £ 7, £(A) r 
weil der Punkt [55, fu,.(&,)] auf der Geraden (z,y,)...(s,n,) liegt. Es 
muss also 

(}) di 
N . Nor e Y. ı ® fu o(So j Yı 
(4.) lim = lim 22 
0 rs So — ID; 0 = Mn 


sein, unabhängig davon ob 4 und 4 constant sind, oder mit o variliren. 
aber unter endlichen Grenzen bleiben, oder mit o unendlich werden (nu 
ist zu bemerken, dass für jedes Werthepaar o, k, die Zahl 4 offenbar eine 
obere Grenze hat). 


Wenn limm,, endlich und bestimmt ist, so ist (7.) mit 


ne) _ f (A) d' 
(8.) lim — „ru lim — - (0) 


2 = u —z 


gleichbedeutend. Diese Bedingung ist a fortiori erfüllt, wenn di für o=x 
immer unendlich klein von höherer Ordnung als &,.,—r, ist, und dies 
wiederum, wenn d(® unendlich klein von höherer Ordnung als 5,—r; ist. 


aber &,,,—xz, von derselben Ordnung wie Ss—xz,. Wenn dagegen der 
Quotient (£,,—x,):($,—x,) für e=®x verschwindet, so werden die Ver- 


hältnisse weniger einfach. Man bemerke zunächst, dass in (6.) und (7. 


fi+, durch Y,„,, ersetzt werden kann, wenn %,;,(2) die durch das Linien 


stück ($,,,7,41)...($,n,) repräsentirte Function bedeutet: denn für einen Punkt 


(zy) auf dieser eeradlinieen Strecke lieet immer 
a “ d tee) ie) em] 


UV; ° No Hi No+1 7 
Au zwischen -. und — 
c—T, Ei + —T 


weshalb der Grenzwerth des ersten Ausdruckes mit demjenigen der beiden 
anderen zusammenfällt. Wenn man %—y,,,(5) mit 0G’ bezeichnet, 
so lässt sich somit die Bedingung (8.) durch 


(2) 


DIT 
mytz T, 


(9.) lim —— >: Ö 


ı 


ersetzen, und es ist lim|dY:dS’|=1. Wie oben ist es a fortiori noth- 


DZT. 


» 


wendig, dass d‘® unendlich klein von höherer Ordnung als &,—r, ist. Die 
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überdies erforderlichen Bedingungen können folgendermassen formulirt werden. 
Jedem o-Werthe ordne man zwei positive Grössen 3, und g, derart zu, dass 


I: EP —$,,1)| Immer < 9, Ist, sobald &P—$,,, > 3,. Zufolge der soeben 
erwähnten Annahme ist es möglich, g, und z, so zu wählen, dass limg, = 0 


DR 
y 


und lim -; = (0 ist. Andererseits kann man — wenigstens bei Gleich- 


N - 
0 So-+l 


fürmigkeit von f(a,) — zwei positive Grössen %, und «, so bestimmen, 
dass IV :(&, 1 —r)| <h, Ist, sobald &AP—F,,, <wu,, und dies so, dass 


[4 - OR - 


limk, = 0 wird. Denn /d%’| wird beliebig klein, wenn 56) hinreichend nahe 


UR 


an &,., kommt. Die Bedingung (9.) ist offenbar erfüllt mit Bezug auf 


solche Stellen [$%, ni], für welche &@—#£,,, entweder >z, oder <u, 


ist. Sie ist also bei jeder Art des Grenzüberganges erfüllt, wenn (für hin- 
reichend grosse 0) %, >z, Ist. Und umgekehrt ist es, wie leicht er- 


sichtlich, für die vollständige Erfüllung von (9.) auch nothwendig, dass die 
Grössen 9,, 3,, A,, %,, Sich so wählen lassen, dass «, > z, ist. Für einen 


4 


endliehen und bestimmten Werth von limm,, haben wir hiermit die Be- 
dingungen dafür angegeben, dass f,(x,) = limm,, sein soll. Denn die in 
der Nähe von r, liegenden secundären Stellen brauchen wir nicht zu be- 
rücksichtigen ($ 3). 

Der Umstand, dass limm;,, bestimmt und endlich ist, lässt sich übrigens 
auch in der Form ausdrücken, dass 


'i- x . (£ 
. Nu-o L% Vi pP -o \ “u-+o+ k) N; “ Nu-+o ı k — ee \"u+0}+ x) 
0 meter Yi _ Inte\önter/ TUE | _ an Bre\entetl) _ 0 
10. lim | imenen wege lim | 
' L Suto+k nz Suto+k 4; r 0=«x Su-+o + k i 
=« k=o 


ist, wenn Ak auf beliebige Weise mit o unendlich wird. Wenn dies nicht 
stattfindet, so ist (8.) offenbar eine hinreichende Bedingung dafür, dass f, (=,) 
N n 

sich auf dieselbe Weise wie limm,, verhält, d. h. mit limm, positiv oder 
negativ unendlich wird, oder auf dieselbe Weise unbestimmt. Aber noth- 
wendig ist die Bedingung in diesem Falle nicht: Die Gleichung (8.) folgt 
nicht daraus, dass beide Glieder in (7.) auf dieselbe Weise unendlich oder 
unbestimmt sind. 

Völlig analoge Betrachtungen gelten selbstverständlich für f_(=,) 
und lim m,,. 

Zu bemerken sind übrigens folgende Fälle, in denen f,(z,) bez. 


f_(z,) nothwendig mit limm,, bez. limm,, Null oder unendlich wird. 


ü 


8 


a 


al 


.. 
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Theorem. Wenn in einer hinreichend kleinen vorderen bez. hinteren 


Nähe von z, die Funetion f(z,) durchaus mit x; abnimmt bez. zunimmt, 


L 


und für alle in einem Systeme (S,,,, T,.,) neuen Eekpunkte (£&;n,) die 
Differenz n,—f,(£,) bei hinreichend grossem » immer —>0 ist, so hat f\ (=,) 
bez. f_(z,) den bestimmten Werth Null, wenn limm,, bez. limm,, = 0 ist. 


Und ebenso, wenn f(z,) in der vorderen bez. hinteren Nähe zunimmt bez. 
abnimmt und n,—f,(&)<<0 ist. Und andererseits: wenn in der vorderen 
bez. hinteren Nähe f(z,) mit x, zunimmt bez. abnimmt, urd n,—f,(&,) > 


ist, so wird f,(z,) bez. f_(x,) mit limm,, bez. limm,, unendlich gross; und 
ebenso, wenn f(z,) in der vorderen bez. hinteren Nähe abnimmt bez. zu- 
nimmt und ,—f,(@&) <O ist. 


Man betrachte nämlich z. B. den Fall, dass in einer gewissen hinteren 


Nähe von x, die Function mit der Abseisse durchaus zunimmt und n—f,(&,)>0 
ist, mm, =0. Es seien, analog wie oben, &,,, und x, in S,.,, eonseeutiv, 
Sur und &, in S,;,.:. Zufolge der Annahmen ist, für hinreichend 
srosse Q 
N. | y; 
Er — 2, 
immer positiv und kleiner als der grössere der beiden ebenfalls positiven 
(Juotienten 
ar und - , 
Euro - 3 -r, 


Hieraus folgt, dass 
(4) 
\ j Nok —UY i Nuro—WY, ; 
(11.) lim —& = = lim — — = limm,, = 0 
2 © — zT, 0=% Ssutoe Fi 1% 


UK 


ist, wenn % und 4 auf beliebige Weise mit o variiren, w.z.b. w. Die 


übrigen Fälle lassen sich auf analoge Weise behandeln — oder man kann 
sie durch Substitution der Form 
wann, ya-y), (=-2, y>Yy 
zz» =, var, (.etyyy= ter 
auf den betrachteten redueiren. 
S 6, 
Die Derivirten in den secundären Stellen. 


successive Näherungswerthe von unten 


Ir 


oo» 


Es seien £,, &. .., 
an eine secundäre Stetigkeitsstelle r, welche derart bestimmt sind, dass 
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man in den successiven Systemen S, den grössten x, nimmt, weleher < x 
ist (wir haben früher 5, mit x,, bezeichnet)*), Die entsprechenden Ordi- 
naten Seien Mi, My =. Nas ++. Dann ist (mit 5, als Anfangspunkt des 
Intervalies) 


(12.) No su U, Ge a An S)+t + U(5,—$5,-1); 
(13.) y=limn, = 5 U(S;—$;_1). 
0x i=1 


wo die U, gewisse Grössen sind, welche von den näheren Umständen bei 


[, 


der Bildung der Systeme (S,T,) abhängen. Also ist 


| —n er 
ER » (8; ur Si -1) 
t=o-+] 
S. r 5 
1 ”) U(&- Si ) 
N‘ . Y E No RN ri . I, +1 . 32, 
(15.) lim ——- = lim + —= lim— 
? e+1 


Eine nothwendige Bedingung für die Existenz einer bestimmten 


hinteren Derivirten f_(x) ist, dass der Grenzwerth (15.) bestimmt ist. \ 
Man nehme zunächst an, dass alle U,>0 sind (wenigstens für hin- | 
reichend grosse ö), was damit gleichbedeutend ist, dass die y, mit den «, 0 
) . | Ios . . m a . } 
wachsen (wenigstens für die in Frage kommenden Stellen). Es gilt dann, 
. . . S 
dass, wenn limÜ, bestimmt ıst, 
so‘ _ 8, 
16.) lim — = limU, 
‘ 7 03 
0=x “0 0=%. 
also auch bestimmt ist. Es sei imU,=k, x >k2>>0. Dann ist für hin- 
reichend grosses 9 
k+J>U,>k—d, (d beliebig klein > 0), d 


Es ist zu bemerken, dass &, im allgemeinen nicht zu S, gehört, sondern in 
einem Systeme S, mit n>o neu ist; denn zwischen &, und z wird nicht hei jeder Ver- 


mehrung von » um eine Einheit ein neuer Punkt interpolirt; dann würde in der That, 
wie man leicht finden kann, = der obere Endpunkt des Intervalles sein; und all- 
gemeiner: wenn es von einem gewissen og an sich so verhielte, so würde = ein primärer 


Punkt sein. e] 
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und also 


I(k+I\E— E;-ı) o I(k—Ö)\E—E 
0o—+]1 wwo o+] 
Z, er Z, 
d.h. 
| 82, 
rn 8, 
und folglich ist 
17.) lim 2 <= limV 
(17. im —- =k=limÜ.. 
\ et Lo 0 5 - 
Für =0 hat man auf dieselbe Weise d > 2,:Z,»>0, also 
Aush 12 a 
(18. Im —- = 0 = limÜ.. 
49.) Z, mc 


(#0 T- 


Um 
U 

y 
x 


Endlich ist für = x, bei hinreichend grossem o, wo, wo 


w beliebig gross sein kann, d.h. 


2 eg 
(19.) lim — =x=limÜ. 
0 .s 0 £ L- 2 


Mit leichter Modification der Beweisführung leitet man her, dass 
wenn limÜ, zwischen zwei Unbestimmtheitsgrenzen %, und %, liegt, auch 
0% 
lim(2,:Z,) zwischen k, und %k, liegt, aber möglicherweise mit engeren Un- 
E # R . 
bestimmtheitsgrenzen. Man kann sogar fragen, ob nicht lim(2,:Z,) be- 
stimmt sein kann, obgleich limÜU, unbestimmt ist. Es sei 


5 
0 


1 — 


(20, N - 
20.) . Z, 
Eine nothwendige Bedingung für die Bestimmtheit von lim(2,:Z 


ist. dass 


Q Q 
(21. - lm —e — Zei) 
\ ) Fr Z; Z, +1 
den bestimmten Werth Null hat. Diese Differenz ist aber gleich 
2, SL, BE U. (&o : &,) 4 8, (&o+ı Fi &.) + U,+1 . Zo (8, u 
Z, Zo Be (5, Ba’ 7° &,) Zo [Z, ee (&, Br &,)] 


(22.) 





= (U a) 
| I ee 
Wenn limÜ, unbestimmt, aber lim(42, : Z,) bestimmt ist, so muss man 
eine positive Grösse k so bestimmen können, dass es oberhalb jeder Grenze 
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o-Werthe giebt, für welche 
U .,- af >k 
| 2, 
ist. „Dass (21.) den bestimmten Werth Null haben soll, erfordert also mit 
Nothwendigkeit 
(23.) limi, = 0. 


Dies ist daher auch eine nothwendige Bedingung dafür, dass 
lim(f2,:Z,) bestimmt sein soll, obgleich lim, unbestimmt ist. 

Andererseits gilt es zufolge (22.), dass wenn limi,= 0 ist, auch 
(21.) verschwindet, wenigstens unter der Voraussetzung, dass U,, und also 
auch 42,:Z, zwischen endlichen Grenzen bleiben. Aus dem Verschwinden 
von (21.) folgt ja aber nicht unbedingt, dass 2,:Z, einen bestimmten 
Grenzwerth hat (vgl. $ 2, zweite Note). Eine nähere Untersuchung dieser 
Verhältnisse werde ich an anderer Stelle geben. 

Wir haben bisher angenommen, dass alle U,>0 sind. Wenn sie 
alle kleiner als O0 sind, gestaltet sich offenbar alles völlig analog. Wenn sie 
dagegen abwechselnde Zeichen haben, so treten andere Verhältnisse ein. Es 
kann dann nur im Falle limU,= 0 von einem bestimmten Grenzwerthe 
für U, die Frage sein. In diesem Falle ist aber wie oben 

lim(2,: Z,) = lim, = 0. 
Zufolge der Annahme lim, = 0 sind nämlich für hinreiehend grosse o die 
Glieder der Reihe 2, numerisch kleiner als die entsprechenden der Reihe 
Z,, also ist (2, unbedingt eonvergent, und dem Vorigen zufolge 


I. 


en U r1 (E41 — &,) 
(24.) lim "7° —-(. 
% F r = Z, 
Aber immer ist 
= U, 1 (£&; ı—$&) Q >) U; 1 (£&, 1 &;) 
25.) n ? f . ‘ Pr 7 =e 
nz Z 7 7 zZ 
Hieraus folgt 
n. 
lim —- = 0, w.Zz.b. w. 


N 


0=% u; 


in der ‘That immer unbedingt eonvergent, sobald nur |U,| 


0 


Ferner ist ja 2 
unter einer endlichen Grenze bleibt. Und mit dieser Voraussetzung zeigt 
man mit Leichtigkeit, dass 2,:Z, zwischen —Ak, und +%, bleibt, wenn %, 


0 
S 


SR STORE RE PP EAEREREE 


a 
RE 


Hass ai de) 
ER ee 
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die obere Grenze für |U,| ist, und ferner — mutatis mutandis — wie im 
vorigen Falle, dass 42,:Z, nur dann einen bestimmten Grenzwerth haben 


0 0 
, s 


kann, wenn 


limi, = lim Serie. g 
er2 em 2: 


ist, obgleich andererseits die Bestimmtheit jenes Grenzwerthes nicht un- 
bedingt daraus folgt, dass lim/,=0 ist. Die Grenzen —Ay--+A, sind doch 
im allgemeinen zu weit: wenn A, und %,, wie oben, die Grenzen für U, 
sind, wobei nun %,<-0 ist, so ist in der That, ganz wie im vorigen 
Falle, auch 2,:Z, zwischen diesen Grenzen enthalten; wenn nämlich 
kh,=—h ist, führe man U,+h statt U, ein, und dementsprechend (42, : Z,)+H 
für 42,:Z,. Durch diese Substitution wird die Frage auf den vorigen Fall 
redueirt. POT erhält man, dass (2,:Z,)+h zwischen O0 und %,+h 
liegt, also 42,:Z, zwischen —h und #,, d.h. k, und 4, Natürlich ist diese 
Substitution EN das einfachste Mittel um die Bedingungen für die Be- 
stimmtheit von lim($2,:Z,) auf unseren jetzigen Fall auszudehnen. — Auch 
im Falle 4, = oo kann man, falls nur %, endlich ist, durch jene Substitution 
auf den vorigen Fall zurückkommen, und analog für , = —wx, wenn 4 
endlich ist. Dies wird nur dann unmöglich, wenn beide unendlich sind 

Völlig analoge Betrachtungen gelten nach oben. 

Aus dem Umstande, dass lim(42,:Z,) einen bestimmten Werth hat, 
folgt noch nicht mit Nothwendigkeit, dass auch f_(z) denselben bestimmten 
Werth hat oder überhaupt bestimmt ist — ebenso wenig, wie für einen 
primären Punkt f_(z,) = limm,, sein muss. Die Bedingungen für die Ueber- 
einstimmung von f_(=) und lım(42,:Z,) sind denjenigen für die Ueberein- 
stimmung von f_(z,) und limm,, analog. Zu bemerken ist, dass wie schon 
bemerkt, die Vermehrung von e um eine Einheit einer Vermehrung von a 
um mehrere Einheiten entsprechen kann (was für primäre Stellen nicht der 
Fall war), ferner dass die Bezeichnung s% eine einigermassen modifieirte 
Bedeutung erhalten muss, und endlich, dass man bei Formulirung der frag- 


lichen Bedingungen die Grösse 2—S,;, durch S,,.2—$,;, ersetzen kann, falls 


+ 
diese für o= x unendlich klein von derselben Ordnung wie jene ist, d.h. 
wenn 4, für g= x nicht beliebig nahe an Null kommen kann. Wenn dies 
dagegen der Fall ist, so erhält man jedenfalls hinreichende, aber nicht noth- 
wendige Bedingungen, falls «—S,,, durch S,.»—S,., ersetzt wird. — Analog 
nach oben. 

Journal für Mathematik Bd. CXVIIlI, Heft 1. 
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Das Theorem am Ende des vorigen Paragraphen ist in unveränderter 
Form auch für secundäre Stellen gültig. 

Mit Bezug auf die Beurtheilung der soeben besprochenen Verhältnisse 
ist Folgendes von Bedeutung. Es seien z, und x, zwei in S, consecutive 


Abseissen (@,<x,), und x, eine zwischen ihnen bei der Bildung von S,,, 


\ 


interpolirte Abseisse; und die Richtungseoefficienten der Geraden 
2). A, 9.) 
seien bez. m, m(l-+«), m(1+P). 
Wie eine sehr einfache Rechnung zeigt, hat man dann 
MZEi P 


ei) 

yı—fnlrı ) 

——=me, —=-ml, — =— 
n—& r—%) Cr — & 


26.) 
Die Grössen « und ? müssen verschiedene Zeichen haben, da der letzte 
(Juotient positiv sein muss. Ferner hat man auch 
dar Q 
. en also Ye = |m|- ag 
Es ist noch übrig, Folgendes zu bemerken. Wenn sowohl f, (=) 
als f(x) bestimmte Werthe haben, kann es sein, dass diese Werthe ver- 
schieden sind oder nicht. Der Punkt [x, f,(x)] liegt auf einem bestimmten 
Gliede der gebrochenen Linie (S,T,). Der Riehtungscoefficient desselben 
sei m,. Wenn f(x) an der fraglichen Stelle x eine bestimmte Derivirte 


haben soll, so muss nothwendig limm, bestimmt sein, und f(x) ist dann 


NR 
— limm,. Wenn nämlich die Endpunkte des fraglichen Linienstückes (z,.Y,:) 
und (@,,%,,) sind, so muss ja, falls f(x) bestimmt ist, 


Un? — Y 


Y \ . ? I Baer‘ ? . 
f (x) = lim „1 TY — lim 
Ln2— X 


un Far © ze 
sein. Der Winkel zwischen den Richtungen (zy)...(2,,Y,1) und (zy)...(2,29,.2) 
nähert sich also unbegrenzt an 277; folglich nähern sich die Winkel zwischen 
jenen Riehtungen und der Linie («,,9Y1)---(2,2%,.) beide an Null, d. h. limm, 


ist gleich f(x). Es gilt aber nicht umgekehrt, dass, wenn limm, einen 
stimmten Werth hat, eine bestimmte Derivirte f'(z) existiren muss: es kann 
sein, dass f(x) und f_(x) verschiedene Werthe haben oder unbestimmt 
sind. Es giebt einen besonders bemerkenswerthen Fall, wo die Um- 
kehrung wenigstens insofern zulässig ist, dass limÜ, = IimV, = limm, ist, 


[ (ke # 0=R n=N 


wobei die V, bei der Annäherung von oben die analoge Bedeutung haben, 


Kite 


.o. 


BEITRETEN RENT STONE 
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wie die U, bei der Annäherung von unten. Es sei AB ein Glied der ge- 
brochenen Linie (S,T,), und CD ein Glied der gebrochenen Linie A...B, 
welche in (S,,,, T,;,) übergeht (wobei C mit A, oder D mit B zusammen- 
fallen kann). Die Richtungscoeffiecienten von AB und CD seien m bez. 
m(1-+8); und es bedeute d, den grössten vorkommenden numerischen Werth 
von & (wenn alle Glieder AB in (S,T,) und alle entsprechenden Glieder 
CD in (S,.,T,;,) betrachtet werden). Die fragliche Eigenschaft der Inter- 
polation besteht einfach darin, dass 
(28. limd, = 0 

ist. Der Beweis ist leicht. Man bezeichne mit m(l1-+e,), m(l+8),.... die 
Richtungscoefficienten der successiven, bei der Bildung von (S,.T,.ı 
zwischen A und B interpolirten Glieder, mit ($&,7,). (&7). ... die ent- 


sprechenden suecessiven Eckpunkte, und mit m(l+e,), m(l+e,), ... die 


Richtungscoefficienten der Geraden ($,7,)...Ä, (&7)...A, .... Wenn (z,y, 
die Coordinaten von A sind, hat man dann 
au;, n N, —Uy. n.—y+n—ı? m(l+a,)(& 7 m(] - & 
m l-+eo, = ne J Z— E - £ . — 
E £ Fa / EARTH RT TE 
a(&E —a)+E(&,—E 
= m = u v3 2 
Nun ist |o|=j&a| So, l&|l Ss 0,; folglich wird, da S5—zr, und 5-45, 
positiv sind 
f _ d,(&E —z2;) +9, (&,—E 
(29. | —— —_ı_ —ı£_ d.h. le Ö. 
re 7 5-u+5-—$, | 
Auf dieselbe Weise erhält man nachher |o,| = 0,, |e,) = 0d,u.s. w. Hieraus 


folgt, wenn der Richtungscoefficient für AC kurz mit « bezeichnet wird 


u Richtungscoefficient für AC l+o a—E 20 
(SV, ) - -— 1 — — 1 > 


/ Richtuneseoeffieient für CD I+8 1 + 


Aa 
buch 


Die Grössen U, sind aber Richtungscoefficienten für Linienstücke AO, und 
die Grössen m, für entsprechende Stücke CD, mit »—g. Es ist also 
zufolge (30.) 


(31.) U,=(1+nr,)m,, wo lmn,=0 ist. 


0=% 
s 


Die Zahl » ist eine Function von o, und wird mit o unendlich gross. Wenn 
man annimmt, dass limm, einen bestimmten (endlichen oder unendlichen 


I. 


29# 
.) 
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Werth hat, so ist also auch limm, = limm,, und zufolge (31.) lim U, = limm,. 


0=% NW 0% Nn=R 
Auf völlig analoge Weise geht hervor, dass limV, = limm, ist. Man hat also 
0=n N=T. 
82.) lim U, = limV, = limm,, w. z. b. w. 
® 0 0=% n=% 


Wenn dagegen limm, unbestimmt ist, so folgt auch unter der An- 


Nn=R 
nahme (28.) hieraus nicht, dass limÜ, dieselben Unbestimmtheitsgrenzen hat, 
0=n I 
auch nicht einmal, dass dieser Grenzwerth überhaupt unbestimmt ist: limm, 
0=% 
kann sich auf andere Weise verhalten (so zu sagen weniger unbestimmt 
sein) als der allgemeine Grenzwerth limm,. Bemerkt sei hierbei übrigens, 


nn 


dass wenn die Bedingung (28.) erfüllt ist, lmm, nur unter folgenden Vor- 


NT. 


aussetzungen unbestimmt sein kann. Es ist immer 
m, = k(1+y,)(l-+72)...(l+Y.-), 
I 
limm, = kNl+7,); 


Nn—=T. 


ii 

.. 
—_— 
. 


wo bei der Annahme (28.) limy,„=0 ist. Die Unbestimmtheit des Pro- 


n=x 
duetes (33.) erfordert bekanntlich, dass die positiven y für sich, und die 
negativen für sich divergente Reihen bilden, und ferner, zufolge der An- 
nahme limy, = 0, dass für a = ® sowohl unendlich viele conseeutive positive, 
als auch unendlich viele consecutive negative y vorkommen (vergl. $ 2, 
zweite Note). Die erwähnte Divergenz erfordert wiederum, dass die Reihe 


20, divergirt. Diese Divergenz der d,-Reihe ist selbstverständlich auch 


nothwendig, wenn (33.) unendlich gross oder gleich Null sein soll*). 


S ’# 
Die Zweitheilung. Durchaus steigende Functionen. Die Annahmen Puro "Pan > 1, ko In < 1. 
Die einfachste Interpolationsmethode — die „Zweitheilung” — lässt 


sich in der That immer benutzen, wenn auch nicht immer mit demselben 
Vortheil. Wir werden sie im Folgenden zur Herstellung von durchaus 


Die in den $$ 5 und 6 enthaltenen Betrachtungen sind selbstverständlich nicht 
ohne Beziehungen zu den Sätzen von Dini über Derivation unendlicher Reihen (Fonda- 
menti p. 112—117: Lüroth und Schepp p. 150— 156). Wir gehen jedoch auf diesen 
Zusammenhang hier nicht näher ein. 





99 u 
ET RE TEEN v 
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steigenden Funetionen anwenden, während wir für unendlich oft oscillirende 
Funetionen „Dreitheilung“ vorziehen. 

Man betrachte also z. B. das Intervall O<==1. Die Endstellen 
geien primär, und f(0)=0, fl)=1, also (S,T,)= (0,0; 1,1), f(x) = r. 
Ferner seien die in (S,T,) neu-eingeführten Werthepaare für « — 1 





f ‘ fi, ; fm 
Lay); T3Yuz); 2. 38 (A yH Y ) U 
oder kurz 


Bi. Ca; ei c 


Die Richtungscoefficienten der successiven Glieder der gebrochenen Linie 
(S,T,) seien 


Pe Wromg I ER 


und das Glied mit dem Richtungscoeffieienten a,, möge auch kurz als das 
Glied a,; bezeichnet werden können. Wie man leieht findet ist für « — 0 


[Cu Anfangspunkt von a 
| o—0, k ungerade 2’—], 


(34.) - 
| Endpunkt vn a, „ 


Die Bedingung für den unaufhörlichen Zuwachs von f(z,) ist, dass die 
(Grössen a,, sämmtlich positiv sind, wobei jedoch selbstverständlich auch vor- 
ausgesetzt wird, dass die Abseisse des Schnittpunktes € zweier consecutiven 
(lieder AC, CB immer zwischen den Abseissen von A und B liegt. Dies 
erfordert zufolge (26.), dass immer entweder 


. 


RE 7 When 7 TR 
(35.) oder 


Ba, < , 8, 





ist. Man setze 


op nto+120 +41 ut tr 
36.) = Wis 2 = Qyko: ı >0) 


AH +ro,2Sk+1 i ito,2Vk 
Die Bedingungen (35.) können dann in folgender Form ausgedrückt werden. 
Für ungerade = 2?%-+1(k ungerade, 0 >0) soll 


m jemwöter pm >1, G,,n 2: | 
(31.) a | u=n—-o >V0— 
| oder Seh nt 

sein, aber für gerade = 2° 


| entweder gu. <-1. 
(38.) 


u=n—ov. 0), 


| oder Q ko % r l, 
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Für «=0 bleiben die Gleichungen (34.) bis (38.) noch gültig, wenn man 
(0,0) bez. (1,1) mit c„ bez. ec, bezeichnet (also k=0 bez. 1 sein lässt). 
Wir werden uns aber im Folgenden ausschliesslich mit solchen Fällen 
beschäftigen, bei denen die Grössen p und q nur von u-+o abhängen, übrigens 
aber nieht von u und oe, sowie auch nieht von k. Wir schreiben daher 


er BEER REN . a PR 
(39.) P uxo Pen Pu+o ur Pa: Q uxo it Au +0 7 In 
Und es sei 


Ip, - P, 7 In ". V. 


hen“ ar 
Die Bedingungen (37.), (38.) redueiren sich darauf, dass py, >1 und q,<1 
ist, oder umgekehrt. Wir nehmen aber in den Paragraphen 7 bis 10 an, 
dass immer das erstere, 
Ku Enns 
stattfindet, und können dann 


(40.) Pn .n l+u,, q. un 1—e, 


setzen, wo a, _>0, 1>ev, >90 ist. 

Wir wissen zufolge (26.) dass die Entfernung zwischen zwei in S, 
conseceutiven Abseissen bei der Bildung von S,,, im Verhältnisse o,:w, ge- 
theilt wird. Die Längen der Theilstrecken sind somit, wenn man «,+®,=s 


setzt. in 


S v, u, 
7‘ u 

Ss, ZN LA UM, 

"0 u zZ SS, 
SE MR Male Calle MDR Mi Mail, Mall, 
08! BAR SE TTEEET Fa! au 


u. 8. W, 


Es ist hieraus leicht ersichtlich, dass die primären Abseissen sich durch 
Summen von Brüchen ausdrücken, deren Nenner aus Factoren s, und deren 
Zähler aus Factoren « und v auf folgende Weise zusammengesetzt sind. 
Es ist für «—1 und k gleich ungerade Zahl < 2“ 
h £ E € RR 1 
RE 0 2 u < 
+ + Pr + J5 nA Du-i + Du > 


2u > 


7 SEA, Se rt ich y 
Be Des A a NE 2 pp la De Ele AAN FR Ze 1 2 A e 
ET ET REN a RE a a a 


BR TONER) iM 
RR PER u 


RE REN = 


“ ETTÄRRLE ER EEERRENE SAU IR TER SER ÄTTTE 


7 


2 


eh BEN ERREREAREE 


Pa 


Pe 7er 





Ve re SS 
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wo die e mit k und u eindeutig bestimmt sind, und je gleich O0 oder 1. 
Es bedeute &,, die öte Grösse &, welche gleich 1 ist; dann wird 


0-1 


o=a-ı II (2.).%,, 
n. oh 
I uk — Bi. ’ 
3 


S,82++.89; 


wo 23,=u, oder =ov, ist, je nachdem &,=1 oder =0, was wir auch so 
schreiben können: 


) 
Ki 


0 l 
0 ;j=Uu- l Hi (1 Pa En)Un “ € U, . Ü,, 
>“ () 
(41.) Luk u e 


i—1 Br 


vi 


n 


Das letzte Glied dieser Reihe bedeutet die Länge der kten zu S, gehörenden 
Theilstrecke (mit x,, als Endpunkt); und die 2°kte Strecke in S,,, (welche 
auch x,, als Endpunkt hat) erhält man hieraus durch Multiplieation mit 


U Uu+1 U +2 Hu+o 1 


Su Su 11 $ 47 Su [u l 
es ist mit anderen Worten 
ß N OF 
49.) r Brei T on rn a ‚ 
( u" HR u+o.2!k—1 Ss, Ss, se ‚Sy N H u+) 
Auf analoge Weise ergiebt sich 
nn I(1— &,)v, + E U w 
(0) s } Ü T 
/ = N i ff 4 
(43.) } 0,28 +1 Tu . $,95,...8,—1 HA $ 4 


Dass die primären Abscissen überall eondensirt sind, ist damit gleich- 
bedeutend, dass bei allen «- und k-Werthen, die Ausdrücke (42.) und (43.) 
für o= x verschwinden. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
hierfür sind aber offenbar 


{ 


n—=0, N=0, 


n Fi vn y On 


oder was dasselbe ist 

WERE) - 5 Di - Mur“ 
Diese Bedingungen sind immer erfüllt, wenn o,:«, und also auch «,:v, 
zwischen endlichen und von Null verschiedenen Grenzen bleiben; ebenso 
wenn die Grenzwerthe der Quotienten derart unbestimmt sind, dass für 
n=x sowohl unendlich kleine oder unendlich grosse Werthe als auch 
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endliche vorkommen. Wenn dagegen einfach 


2 . U, . Zr 
(45.) im —=0, oder lim— = 0 


n—x Un nn Un 
ist, so ist die zweite bezw. die erste der Bedingungen (44.) nicht mit Sicher- 
heit erfüllt. Die Bedingung hierfür ist bekanntlich, dass die Reihe 


2, U, x, Un 
(46.) 3— bezw 3— 
0 ©, 0) U, 

divergirt. 


Die Grenzwerthe der zu den primären Punkten gehörenden hinteren 
bezw. vorderen Riehtungseoeffieienten drücken sich folgendermassen aus. Es 
ist für e,, 

limm,, = lim a, 


I 
+0,2®% Ar U ur I Ju+) 


N=T. 0=% i=UV 
H—* E e S 
- 4 I(1-8,)Pp, + &,0n)-Pu-ı: Hd Tu+ 13 
(47.) } ® er 
limm,, = lima ‚0,1 = Yarrı- IT Pass 
0=% 2% » A=I 
u—2 





n=() 


= 11 [1-&,)pa+&9.]-9u-- I Dar 


Zu jeder secundären Stelle x gehört eine völlig bestimmte unendliche 
Reihe von Nullen und Einsen &,&,&... derart, dass, wenn 





£ € & &_ k 2 
f ur 0 | | 2 Pe Khao A n p4, /L ” Pe N 
(4) rt Er 5u (# ungerade, u = }) 


ist, © zwischen x, und der in S, nächstfolgenden Abseisse liegt. Und 
zwar hat die e-Reihe die Eigenschaft, dass nicht alle e von einem gewissen 
an gleich Null, oder alle gleich Eins sind (sonst erhielte man eine primäre 
Abseisse). Die successiven =, sind dieselben, welche wir oben mit & be- 
zeichnet haben. Es ist somit nach (41.) 

em] 


II |(1— &.)0n + &nUn].%o, 


ö u; . = nl 
(49.) rt= st Ss (5; —$;_1) a P3 Sp 
12 


i=1 s $ So, 


ni 
Die entsprechende Ordinate y bestimmt sich nach (13.): 





(50.) y= US+ 23 U;(s-$;-,) 


i—? 
(mit endlicher Grliederanzahl erhält man primäre ÖOrdinaten).. Und die 
Grössen U; bestimmen sich in unserem jetzigen Falle auf folgende ein- 


7 
= 
= 
"784 
N 
y Br 
Be 
von 
En 
a 
ge 
Fr 
Bi 
se. 
vl 
rn 
FR 
B- 
AM 
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fache Weise: Es ist 


0; 


(51.) U, = 1 [A-)p.+e4.]P., 


n—U 


Man sieht dies so einfach ein, dass wir die Herleitung nicht näher aus- 
führen. Auf analoge Weise findet man, dass 


0 


(52.) = m | E)Pat &n9n]9s, 


ist, wenn &,, die öte Grösse e bedeutet, welche gleich Null ist. Dagegen 


ist die oben mit m, bezeichnete Grösse einfach 


n—1 


(53.) m. = II |\(1-e)p,+&q,). (1) 


n 
t 


S 8. 
P endlich, & >. 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Endlichkeit 
von P ist bekanntlich die Convergenz der Reihe Ix,, und die Bedingung 
0 0 ist damit gleichbedeutend, dass Fo, convergirt. Für die Convergenz 
der Reihen ist wiederum nothwendig, dass 

lima,=lime,=0 ist, d.h. limp, = limg, =1. 


Selbstverständlich nehmen wir auch an, dass die primären Abscissen 
überall condensirt sind, was bei den in (45.), (46.) liegenden Beschränkungen 
immer der Fall ist. 

Unter diesen Voraussetzungen bleiben die Richtungscoefficienten der 
Glieder der gebrochenen Linie (S,T,) endlich. Sie liegen nämlich zwischen 
O0 und P, wie sich ohne weiteres aus (47.) und (53.) ergiebt. Hieraus 
folgt |s. $ 4.],, dass die Function f(z,) nicht nur „quasi-stetig“, sondern auch 
„gleichförmig“, die Function f(x) also stetig ist. 

Die Grössen limm,,, limm,,, limm,, limÜ,, limV, haben überall be- 


n=% n—X NL. i=%@ 6==% 
stimmte Werthe, wie aus (47.), (53.), (51.), (52.) folg. Und aus (51.). 
(52.), (53.) schliesst man ausserdem, dass in der That für jede se- 
eundäre Stelle 
(54.) lim U; = lim; = limm, 


i=8 I=X Nu 


(d. h. die 


ist. Da nämlich (53.) für = »x offenbar unbedingt convergirt 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII, Heft 1. 4 
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entsprechende Logarithmenreihe unbedingt convergirt), so wird die in den 
Ausdrücken (51.), (52.) liegende Zusammenfassung conseeutiver in (53.) 
eingehender Faetoren ohne Bedeutung für den Grenzwerth. Oder: (54.) 
muss gelten, weil die Bedingung (28.) in unserem jetzigen Falle erfüllt 
ist, da d, gleich der grössten der zwei positiven Grössen «,, ev, ist, und 
lim», = lime, = 0. 

Es bleibt übrig, zu untersuchen, ob f_(«,), f.(,), f(x) bezw. gleich 


limm,,, limen,., lim, sind. 
Die Verbindungslinie der in $5 mit ($,n,), (+1, N,,1) bezeichneten 
Punkte ist bei Zweitheilung immer ein Glied der gebrochenen Linie 
(S, ro+19 "..; 1), 
die Function p,,,(@) nichts anderes als f„.,,.(@), und I’ = 7’ - furl). 
Und analog für seeundäre Stellen ($ 6). Aus den Betrachtungen in $5 


und $ 6 folgt somit, dass sowohl an primären als an seeundären Stellen 


f(x) und f_(x) mit limm,, oder limV;, bezw. limm;, oder limÜU, überein- 
stimmen, falls diese Grössen bestimmt sind, unter der Voraussetzung, dass 
folgende Bedingung erfüllt ist. Es seien x, und x, zwei in S, consecutive 
Abseissen, und es bedeute &G) die Ate Abseisse, welche im Intervalle z....x; 
bei der Bildung von S,,, neu eingeführt wird; die fragliche Bedingung ist, 
dass wenn die Lage von z, auf beliebige Weise mit » variirt, sowie auch 


h und 4, 


IAF D "fi (Su) " + Pn Sn) 
(55.) lim — =0 und im — —y - =0 
NT. °nh Tu Nn—=R 2 Snh 


ist [7()) die primäre Ordinate, welche S( entspricht], oder kurz 


n»: 


d’) di) 
(56.) lim — —— =0, lim —- = Wo, 
j Nn—T% u mi Nn—R 2 — 02 
Diese Bedingung — welche immer bei Zweitheilung hinreichend, 
wenn auch nicht nothwendig ist — ist in der That unter unseren jetzigen 


Annahmen [die Funetion durchaus steigend, p, >1, q,<1, P endlich, 
0 > 0] immer erfüllt. 
Man setze 


(57.) Ip. ns R,, 119, u R,. 


in 
Es sei m der Richtungscoeffieient des Gliedes (r;y,)...(z;y,), und man lege 
dureh (z,y;) bezw. (x,9,) Linienstücke mit den Richtungscoefficienten mA, 
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— 


bez. mR,. Die so erhaltene zweigliedrige gebrochene Linie repräsentirt 
zwischen x, und z, eine stetige Function, welche wir mit F,(x) bezeichnen 
wollen. Der Richtungscoefficient eines beliebigen zum Gebiete z,...r, ge- 
hörenden Gliedes der gebrochenen Linie (S,,,T,;,) |% beliebig gross] hat 
die Form m.r,r„41.--"u4,—, wo jeder Factor r,=p, oder g; ist, und ist also 
—mR, aber >mAR,. Hieraus ist ersichtlich, dass jede zur Strecke x 
gehörende primäre Ordinate kleiner sein muss als die entsprechende F,,- 
Ordinate, d.h. für alle A und 4 


» 
Br? 


l 


(98.) nD — FED), dd < FED —f(EP) = DW. 


nm nIı 


Andererseits bestimmt sich die Grösse F,(z)—f,(r) tolgendermassen. 
Die zwei Linienstücke, welche der Function F,, ao entsprechen, schneiden 
sich zufolge (26.) in einem Punkte mit der Abseisse 


= u 
E R, Aa) SR 


f » \ 
T.%,) 


(59.) =2+ 


Es ist also 
(für  <e<ö5, F 


q 


y—mR,(@,—2)< y,+mR,(« 


y+mR,(2-2)< y,-mR|(z,— 
(60.) 


| .. ET 1< _ Tr, F, 


( 


pe 


Andererseits ist immer für 2, < ze <rxr 


(61.) f.(@) = ytm(e—ı,) = y-m(e— 2). 
Folglich wird 
j für 2—< <<, Pi eh = m(R,—1)(2—-z)<m(1—-R,)(2,— x), 


62. | 
Tr ah <<, Fız)—f,(z) = m(l—-R,)s,—- 2)<m(R,—1)(2—-e, 
b / At /\ 


Hieraus ergiebt sich, da m endlich bleibt und limZ, = lim, | ist, dass 


NT. 
für das ganze Intervall z,...x;, 
D\) DW) 
(63.) lim —— =0, lim —n = 0 
’ ‚ Nn—T. Be Ti NY. Tr mi >, 


ist, weshalb zufolge (58.) a fortiori die Bedingung (56.) erfüllt ist, w. z. b. w 
— Zu bemerken ist hierbei, dass die Gültigkeit von (58.) bis (62.) nicht 
die Bedingungen P< x, Q <0 voraussetzt. 


Die bei unseren jetzigen Annahmen entstehende Function f(x) hat 


u. 


somit folgende Eigenschaften: die Function ist stetig und nimmt mit « durch- 
gehends zu; die Derivirten f,(x) und f_(x) sind überall bestimmt, endlich und 


von Null verschieden; sie sind auch unter einander gleich |= f(x)) mit Aus- 
4* 
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nahme für eine abzählbare, überall condensirte Menge von @-Werthen (die 
primären). 

In Bezug auf das Verhalten des Quotienten «,:e, können wir zwei 
Hauptfälle unterscheiden: © > lim(w,:v,) >0 und lim(w,:v,)=0 oder «. 
Dem ersten Fall entspricht als einfachste Annahme v,=x,. Die primären 


e ’ ' k 
Abseissen werden dann nichts anderes als die z-Werthe —,-, % ungerade 


< 2“. Einfaches Beispiel: 

/ 1 

64.) U, = 0, = Zur 
Wenn lim(z,:e,)=0 sein soll, muss ja [s. (46.)] die Reihe &(w, : v,) diver- 
giren. Dass dies wirklich mit den Bedingungen Fu, convergent, Ivo, con- 
vergent, lim(w,:v,)= (0 vereinbar ist, zeigen folgende Beispiele: 





: n+1 u, 1 
RT 1) % = Intl L) Ü, = - Ya+! En also v„ = >. ı - 
(69.) | 
U, 
2) u, =: 2a a = — 


Wenn man lim(w,:o,)=©e haben will, hat man nur die Werthe von «, 
und e, zu vertauschen. 

Namentlich die Funetion (64.) kann als einfaches und typisches Bei- 
spiel von Funetionen der erwähnten Art bezeichnet werden. 

In Bezug auf die Derivirten fügen wir folgende Bemerkung hinzu. 
In den seeundären Stellen haben wir es mit einer eindeutigen Function f(z) 
zu thun. Und der Ausdruck (53.) zeigt ohne weiteres, dass diese Function 
stetig ist. Wenn man sich aber mittelst einer Reihe secundärer Stellen un- 
begrenzt an eine primäre Stelle x, nähert, so erhält f(x) verschiedene 
Grenzwerthe f\(z,) und f_(x,), je nachdem die Annäherung von oben oder 
von unten stattfinde. Wir haben also beiläufig ein Mittel gefunden, eine 
gewisse Art „punktirt unstetiger“ Functionen darzustellen. 


9» 
P endlich, Q=V(, 
Das Verschwinden von Q ist damit gleichbedeutend, dass die Reihe 
Ir, divergirt, und P<o giebt die Convergenz von Zu,. Unter der An- 
nahme P<o, Q=0 kann folglich der Quotient w,:o, keine von Null 
verschiedene untere Grenze haben; dann würde nämlich aus der Divergenz 


ID en 7FN w. 
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der v-Reihe auch die Divergenz der «-Reihe folgen; es ist also lim(w,: »,) 


entweder = (0, oder unbestimmt mit Null als unterer Grenze. Andererseits 
muss zufolge (46.) F(wu,:v,) divergiren; dies giebt, mit der Convergenz 
von Zu, combinirt, dass auch »v, keine von Null verschiedene untere 
Grenze haben kann. Wenn wir von Unbestimmtheitsfällen für lime, und 
lim(w,:v,) absehen, sind also folgende Bedingungen zu erfüllen: es soll 

l 


y 


. L * * 
u, convergiren, F&v, divergiren, 
() 


MS 


(66.) 


® . U, 2 D % U, . 5 
lime,=lim— =0 sein, und > divergiren. 


m 
U, 0 Un 





Dass diese Bedingungen wirklich vereinbar sind, zeigt folgendes Beispiel: 
» l n+-] U, | 
(67.) u = 7, 9,= u — 
(n + 2)° ’ (n +2)’ On n+] 
Die angedeuteten Unbestimmtheitsfälle sind dagegen in folgenden Bei- 
spielen realisirt: 


. 1 1 ” | | 
1) für unge. n:,= >, , =>; , für ger. an: =, , =5 
| 1 1 | l 
(68.) | 2) In+3 In-+2 In+1 2 
i 1 n+1 | 1 

3) 2 ee 
In+2 n+2 n+2 74 





graphen, dass die entstehende Function f(x) stetig ist und dass die Grössen 
n .- 


M;., M;,, m,, U,, V;, bestimmte endliche Grenzwerthe (0) haben. Und 


u . 
zwar ist immer limm,, > 0, wie im vorigen Falle, aber limm,,=0. Aus 


diesem Umstande geht zufolge des Theorems $ 5 hervor, dass an jeder 
primären Stelle auch f_(«,)=0 ist. Da das Theorem auch für secundäre 
Stellen gültig ist (s. $ 6), so ist auch f_(z)= 0 an jeder secundären Stelle, 
wo limU, = 0 ist. 


i=X 


Eingehender werden wir nur den Fall (66.) untersuchen. Da in 
diesem Falle die Bedingung (28.) erfüllt ist, hat man für alle secundären 
Stellen lim U, = limV, = limm,. Es ist ferner leicht zu finden, dass limm, 
für eine überall condensirte, nicht-abzählbare z-Menge gleich O ist, und für 
eine andere derartige Menge —>0. Es sei 


(69.) W+Hu+tb+ ++ 
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eine Reihe positiver Grössen, welche divergirt, obgleich lim/, =0 ist. Zu- 
folge der letzten Annahme muss man, wenn « eine beliebige positive 
(srösse 1 ist, eine Reihe von unaufhörlich und in infinitum wachsenden 
ganzen positiven Zahlen 

er 


so bestimmen können, dass 


“ 2 jr bi “ nr Er . . y 
Eier a ee sc -<0...., in mi. 
Mi ; In, ’ E. R 
wird. Dann ist 
, Fell In i 
1 ° "1-0 


also &/, convergent. Dasselbe gilt folglich auch für jede Reihe, welche 


man aus >/, durch Weglassung einer endlichen oder unendlichen Anzahl 
von Gliedern erhalten kann. Aber diese Reihen bilden eine nicht-abzählbare 
Menge, denn sie entstehen dureh Multiplication der Glieder der Reihe 1, 
mit O0 oder 1, mit beliebiger Vertheilung der Nullen und Einsen, ganz 
wie die Gesammtheit aller rationalen und irrationalen Zahlen zwischen 0 
und 1 aus der Reihe 

+- = EEE = ee. 


IV| m 


Die aus &/, entstehenden Partialreihen, welche convergent sind, bilden 
wi 


also a fortiori eine nicht-abzählbare Menge. Dies muss dann auch von 
den divergenten Partialreihen gelten; denn jeder convergenten Partialreihe 
entspricht als Restreihe eine divergente; und die Mächtigkeit der divergenten 
kann also nicht kleiner sein, als diejenige der convergenten. Dasselbe gilt, 
wenn die Glieder von (69.) sämmtlich <0 sind. Es sei nun /,=logg, 
(also < 0). Die Gesammtheit der negativen Glieder im Logarithmus des 
unendlichen Productes (583.) ist dann eine Partialreihe von (69.), und 
log limm, ist endlich oder =— x, also limm, > oder =0, je nachdem 
diese Partialreihe eonvergirt oder divergirt. Umgekehrt entspricht jeder 
solchen Partialreihe eine bestimmte secundäre Stelle, nämlich diejenige, in 
deren s-Reihe die &,, welche =1 sind, dieselben Indices (z) haben, wie 
die /,, welche in der Partialreihe eingehen. Die secundären x vertheilen 
sich also in eine nicht-abzählbare Menge, für welche limm, > 0 ist, und 


as 


“rn 


rn 
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eine andere nicht-abzählbare Menge mit limm,=0, Beide Mengen sind 
auch überall condensirt. Es sei nämlich z, eine beliebige primäre Stelle. 
in deren &-Reihe &,_, die letzte Eins ist; und man betrachte die seeundären 
Stellen, für welche die « ersten & dieselben sind, wie für r,, während 


wenigstens 4 von den nächstfolgenden [e,, &,41, ---. &,,,_,] sämmtlich gleich 
Null sind; wenn 4 hinreichend gross ist, liegen alle diese Stellen beliebig 
nahe an x;; andererseits kann man in der Reihe &,,;, &,.:;.1, -.. die Nullen 


und Einsen so vertheilen, dass die Partialreihe /,, welche den Einsen ent- 
spricht, convergirt, oder so dass sie divergirt; hieraus folgt, dass beliebig 
nahe an z, secundäre Stellen mit limm, >60, und ebenso Stellen mit 
limm, = 0 sich befinden; da dies für alle primäre Stellen gilt. und da 
diese condensirt sind, so folgt, dass für eine überall eondensirte, nicht-ab- 
zählbare secundäre z-Menge limm, = 0, und für eine andere derartige Menge 
limm, >> 0 ist, w. z. b. w. 

Ferner ist wie im vorigen Paragraphen zu zeigen, dass die erste 
der Bedingungen (56.) erfüllt ist, woraus folgt, dass an allen primären 


Stellen f; (x,) =limm,,, und an allen secundären f‘ (x) = limV, = limm, ist. 
Und an den secundären Stellen mit limm, = limU,= (0 wird zufolge des 
auf secundäre Stellen ausgedehnten Theorems $ 5, wie schon bemerkt. 
auch f_(z) =0. Es bleibt übrig, die Stellen mit limÜ, > 0 zu be- 
trachten. Da die erste der Gleichungen (56.) erfüllt ist, so gilt es a 
fortiori, dass 
d) 
(70.) lim —-— = 0 
i Tr %; 
ist, und also, wenn 2,=$,, 2; = S,,, successive Annäherungswerthe an eine 
secundäre Stelle x sind, 
d) 
(71.) ‚ Im ——— =.0, 


3» +-1tso 
„ = 


00T. 


wo die Bedeutung von d{) derjenigen in $ 5 analog ist. 

Die zweite der Bedingungen (56.) ist dagegen nicht erfüllt: die Her- 
leitung in $8 wird ungültig, wenn OQ=0 und also A,=0 ist; und in der 
That muss offenbar, wenn man 4 hinreichend gross nimmt, der Quotient 
di: ($,41—8,) Sich unbegrenzt an limU, nähern. Andererseits ist immer 
lim(2—$,,1):(&41—8,) = 0, d.h. limi,=1 [Gleichung (20.)]. Dies ergiebt 
sich leicht: In dem Systeme S,, wo 5, neu-eingeführt ist, sei $, die eonseeutive 
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Abseisse (also 5, <x<Z5,); zufolge (26.) ist 


(72 £ Er IE RE 
2. so we 7 Wa se 3) > er ’ 
f ) rn ‘ ( 5 e/ Sun In Sntn, 
wo n, die Anzahl der consecutiven Nullen in der s-Reihe ist, welche nach 
&,,—=1 folgen; dagegen wird 
ms a = Z £’ ce ©, On+1 Un+n— Untn, Ber L ’ Untn, z 
3) Ben = ee a ee ZT 


Sn Sn4 1 Sn4 n,—1 Sn-tn, 2 Un+ n, 


aber 2—$,,, ist < 5,41 —$,41; also wird 


2—&o+1 Uns 24 
= <-—", und also lim —t— = 0 
Sso+ Br so Untn, & „ii 78 


Die Bedingungen für die Gleichheit von f_(x) und limU, können 
folgendermassen formulirt werden (wie man durch leichte Modification einer 
Betrachtung in $ 5 findet): es soll möglich sein, vier positive Grössen 
9,5 3; A,, %, 8o zu bestimmen, dass 


u 
» 


G).f; <A i £ (A 
dr :(&H 8%) <g ist, sobald 5,,,—5% > 3,, 
M).f. c = <(#) 
(74.) d,; ® (25,41) a h, .. .. Fl +7 Me U,; 
limg,=0, lim Dr 0, imk,=0, w>s. 





Zu bemerken ist hierbei, dass diese Bedingungen sowohl hinreichend als 
auch nothwendig bleiben, wenn man z—$,;,, durch S,,2—$,;ı ersetzt, da ja 
diese Grössen unendlich klein von derselben Ordnung sind, weil 
lim(@—8,;.): (Sg+2— &g+1) = 0 

IST. 

Andererseits bleiben (74.) hinreichend, aber nicht nothwendig, wenn man 
di)? durch die grössere DA’ ($ 8) ersetzt. Und die Gleichungen (59.) u. 8. w. 
sind auch im jetzigen Falle gültig, wenn man in denselben S,, 5,4, 2+n,+1 
statt x, z,, n einführt und R, = 0 setzt; (59.) wird also 


< Sun k FB 
s0o+]1 0 & +1 0 


m. A nm. — > ( — 
((D. De: bar ya R a. S, +1 (Born 1) 
y Lu-n, +1 R 


u 


Ratn, +1 
Und zufolge (62.) wird 


u A  ı u - m ER £ 
(76 ) | fül Sy 1 . 4 >» D, a U(R,; a5), 
i | — 20) _— DW ER (ER : 


“. s >ok pe, >o+1 b) 


/ 


Die Bedingungen (74.) sind erfüllt, wenn $,.,—$ unendlich klein von 
- J I e+ 
höherer Ordnung als 5,4.—$,+, ist. Denn immer ist für & >: 


. Dad (2 PR . 
limDV:(& 1-0) = limU,, 








vum 











a ar tn a nat 
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und folglich lim DS: (Ser &4)=0, wenn lim(,.1— 9: (&42.—8.4) = 0 
und also auch lim(&,,1—8G):(&,42—$,41) = 0 ist. Und für 55’ <&$ nimmt 
D% mit 55 ab, während $,,.—5% wächst; also nimmt DW: (&,,—8U) 


mit 5% ab. Hieraus folgt, dass unter den fraglichen Annahmen, ganz un- 
elütsgie von der Lage von 5%, der Quotient DS: ($,,.—£{), und also 


a fortiori di: (&,42—5%) für eg = oo verschwindet; selbstverständlich sind 
dann die Bedingungen (74.) erfüllt. Es ist aber 


PM 


£ 2 er 2 N U, n,+]1 U, 
>0+2° So+1 m (5, +1 OO S9-+1, P $ $ 
i nn, +1 ®n+tr 7 
(NN 
(77.) 1 „ : 
u (& 5) nt-n ı+n i a4 ? 
\-uUr -0 n » » 
t ’ r t nn $, tn, +1 Sat+tn tn 





wo n, eine gewisse ganze Zahl ist. Die obige Bedingung redueirt sich 
also darauf, dass 


R ® tn ISntn, 1 $n4 ’ 
(78.) (R ty ren, Tata; Fette 
. \"’n+n, +1 J 


Un+n, Ü tn, +1 Untn. tn 


bei dem Grenzübergange verschwindet. 

Wenn n, endlich bleibt — was damit gleichbedeutend ist, dass die 
Anzahl conseeutiver Nullen in der e-Reihe endlich bleibt — so hat das Pro- 
duet aus Factoren der Form s,:v, den Grenzwerth 1, da dies von jedem 


Factor gilt, und die Bedingung (78.) wird einfach 


(79.) lim(R,—1)., =. 


n—n 


Dass diese Bedingung wirklich erfüllbar ist, werden wir unten zeigen. 

Wenn aber », nicht endlich bleibt, folgt nicht länger (78.) aus (79.), 
weil das Product aus Faetoren der Form s;:o, dann nicht mit Sicherheit 
endlich bleibt. In der T'hat lässt sich zeigen, dass es secundäre Stellen 
geben muss, für welche D\): (&+2—$6) nicht bei jedem Grenzübergange 
verschwindet. Hieraus folgt jedoch nicht, dass auch limd® : (&,..— 80) 
von Null verschieden sein kann. Aber man kann direct zeigen, dass für 
eine überall condensirte, nicht-abzählbare x-Menge, der letzterwähnte Grenz- 
werth nicht unbedingt = 0, also f_(x) nicht bestimmt ist. Es hängt dies, 
kurz gesagt, davon ab, dass die Zahl rn, unabhängig von n und n, ist 
(wenn man sämmtliche secundäre x berücksichtigt). Genauer kann man den 
Nachweis folgendermassen führen. Es seien wieder ©, und =, zwei in 
S, eonseceutive Abseissen, und man lasse sie auf beliebige Weise mit 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 1. > 
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varliren, doch so, dass der Richtungseoeffieient der Strecke (z,Y,)...(2.Y,) 
eine von Null verschiedene untere Grenze hat. Es ist dann möglich, jedem 
n-Werthe einen positiven, echten Bruch «, mit lim«, = 1 so zuzuordnen, 


Nn= x 


dass für beliebige x zwischen z,+0,.(2,—x;) und x, der Quotient 


Ve)—h@)l: ur) 


oberhalb einer Grenze AO bleibt (s. oben). Es bedeute andererseits 


Bin: die Proportion zwischen der grössten Differenz conseeutiver Abseissen 


in S,,,, und der kleinsten Abseissendifferenz in S, (t, eine beliebige ganze 
Zahl >0). Für einen hinreiehend grossen £,-Werth wird /,,, beliebig 
klein. Man bestimme die successiven #, so, dass /,,, oder kurz %,<1-e, 
ist, und folglich lim, = 0 (was limi, = x voraussetzt). Für alle x-Werthe 
zwischen z,+@,.(7,—x;) und der grösseren Abseisse 2&,—P,.(2,—x;) wird 
dann z,— x grösser als eine beliebige Abseissendifferenz in $,,,. 

Man schreibe nun wieder 5, und S$,;, statt x, und =,, und lasse 
» und », die vorige Bedeutung haben. Die Zahl », nehme man aber gleich 
byyny? Dann wird &,+@,4u+41-(5041 5.) < Ser Parntı- (dor 8,), und für 
alle x zwischen diesen Grenzen ist, dem Vorigen zufolge, einerseits 


Me)—farn + (®)] . ($o+ =) > A, 


andererseits &,,,—2 > &,,2—$,4.; folglich wird 


fa +1] . ($,+42—7) >3A. 
Man gehe nachher von der Strecke $,,1...5,4. aus, verfahre auf analoge 
Weise, und fahre so in inf. fort. Man gelangt hierdurch zu einem gewissen 
secundären x. Das angewandte Verfahren involvirt aber unmittelbar die 
Unmöglichkeit, die Bedingungen (74.) für diese secundäre Stelle zu er- 
füllen, und führt direet mit sich, dass limd{):(£,,.—$G)) nicht unbedingt 
gleich Null ist, und also f_(x) unbestimmt — immer doch unter der Vor- 
aussetzung, dass limU, > 0 ist; dies wird aber wenigstens für hinreichend 
grosse £, der Fall (und man kann ja die Zahlen i, im Verhältniss zu n 
beliebig gross nehmen); denn die auf die beschriebene Weise erhalte- 
nen secundären Stellen haben die Eigenschaft, dass die Anzahl con- 
secutiver Nullen in der &-Reihe keine endliche obere Grenze hat; durch 
Vergrösserung der #, kann man über die Anzahl der Nullen in den suc- 
cessiven Gruppen so verfügen, dass das Product aus den Factoren g,, 
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welche zufolge (51.) den Einsen in der e-Reihe entsprechen, grösser als 

wird, und also auch limU, > 0 (s. oben). Ganz wie oben sieht man ferner 
ein, dass die fraglichen secundären Stellen eine nicht-abzählbare Menge bilden. 
Dass sie auch überall condensirt sind, ist leicht zu finden: zwischen zwei 
beliebig nahe an einander liegenden primären Stellen kann man auf die 
beschriebene Weise zu secundären x der fraglichen Art gelangen. Hiermit 
ist also erwiesen, dass es eine überall eondensirte, nicht-abzählbare z-Menge 
giebt, für die f_(x) unbestimmt ist, obgleich lim, einen bestimmten positiven 
Werth hat, und folglich f,(z) bestimmt (= limV, = lim U, = limm,) ist*) 


*) Ein verhältnissmässig einfacher Fall einer stetigen Function, für welche an einer 
einzelnen Stelle f_(x) aus völlig analogem Grunde unbestimmt wird, ist der folgende. 
Von Origo A, aus trage man auf der Geraden y= x Strecken 

a A Ai: Anal 
1 1 
2 


‚sind. Die Abseisse 


ab, deren Projectionen auf der x-Axe —. 


_ - 


\nNn* 


) - Und es ist 


us 


IND u 


(5 


x, von A, hat dann einen endlichen Grenzwerth limz, = & = 


. ILn+ı Zu . &—r, 
lim — lim —(, 
Ln — Tn—ı Lan Ta—ı 
also 
Er, . 8-2. 2-2, 
lim — lim =]. 
In+1 In Ln+1Tn 
D ist eleicl a £ 1 Vi ' t 
enn 2. 2.—, 1St gleich Zr, 8 u < Day on jedem Punkte A, (n>V 


aus ziehe man ferner nach links eine zur z-Axe parallele Gerade A,„B, von der Länge 


1 
An Anyı = urn = Zazıy > 
und verbinde B,„ mit A„-ı. Die so entstehende gebrochene Linie A,B,A,B,A,B,... re- 


präsentirt für O=rE eine stetige Function f(x), welche an den Stellen A; und B, 
eine bestimmte hintere, und eine davon verschiedene vordere Derivirte hat, und für 
andere 2 <{& eine einzige Derivirte. Aber für = £ wird f(x) unbestimmt. Es ist 


fts B fan) 


g—z, 


£ 

2 2) Ey 
lim - — lim z 
> 


— In 


Wenn aber &, die Abscisse von B,„ bedeutet und O<d,=1 ist, so wird 





f(&)—- f(.— n O, [0 — &.]) WM E—r, 
lim - E E_ (2, — ln) — lim E_z, +6, (x > em z.) 
Ö . 
a gir.. limd, 
$—r, 18 1+limod,, 
Ta+1 um } 
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Andererseits sahen wir ja, dass, wenn die Bedingung (79.) erfüllt 
‚ f_(«) einen bestimmten positiven Werth hat an allen Stellen, wo 
limU,>0 ist und die Zahl », endlich bleibt; und diese Stellen bilden 
offenbar auch eine überall eondensirte und nicht-abzählbare Menge. Dass 
79.) wirklich erfüllbar ist, zeigt folgendes Beispiel: 
an\ Fr EREFNN:....  SMRRE E 
N Krug eig een 
Die Bedingungen (66.) sind hier erfüllt: I, convergirt, lim (w, : v,) ist gleich 0, 
I(u,:e,) divergirt zufolge der Divergenz der harmonischen Reihe, lime, ist 
gleich 0, und die Divergenz von za, folgt aus der bekannten Divergenz 


| 3) 1 . /n+2\?’ 
ar a — —. 
der Reihe & u da ve, = (= Pa Hlog(n3) ist, und lim (* Er =1. 


Der Grenzwerth (79.) 5 
 (R1)(n+2) 
ei 775, 


und wird also mit Sicherheit gleich 0, wenn »(AR,—1) endlich bleibt. Es 
also <1 oder =1, je nachdem limd,„>>0 oder =0. |Der oben mit $,„ bezeichneten 


Grösse entspricht hier d,(2, — $n) : (mn — un -ı).] 
Andererseits ist für u ı <e<ız, 





» In In en. (2— Tn— ı)(&n— .) 
2) = u—N-+ <- c— x =c+- — \ 
IK v ns En In 1 \ Ei nz En TI.-1 
also für O0 <y„ | 
lim f(S)- -fen- ıt) 'nl&n—Tn-ı]) en lim s in "In—17 Yn (En— = Tn— Ya In (In— —4$,) 
— — (2 1° +Yn[— In— ı]) e—-2.— Yn (En— 2) 
iR N ‚sk lim Ei In (En+ı— Du, UIRUR TE ET U 
+2. an Yan —EnHı + —Ln-ı) 
’ Yı lim 
Eh Ar Te a lim(i ). + 
- n + Yn+(1— rn) % na Yn Yn on 
Tai — I, Er — En 


Für limy„ <1 wird dieser Ausdruck immer gleich 1; für limy„ = 1 dagegen <1 oder 
— ], je nachdem lim (1— y„).2°”” endlich oder unendlich gross ist. [Der obigen Grösse 
@, entspricht hier 9 (&.&—2n—1): (&n—Xn—ı).] Man sieht, dass f_(&) die Werthe 1 und 
$ und alle zwischenliegenden annehmen kann. Aehnliches gilt für 


.— = lan —z) wenn 9, < (u — 2-1): (In+ı —T,) 


ist und lim®, endlich aber >0:; für lim6, = 0 enthält dagegen f_(&) den bestimmten 
Werth 1. 
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ist aber 


» “ [2 ’ d * u 1 
lima(R,—1) = —limn’ — R, = —limn’R,—— log, 
dn dn 
4 ’ .& | 1 
— - == 7 5: 
lim In logR, = 2lim» Z ira) 43 
R ... 1 F) . % ] ” dx 
— y — y il 2 


'n(1+ a 0 Et 


n 


Da das Integral endlich ist, wird auch lim»(AR,—1) endlich und (79.) ver- 
schwindet, w. z. b. w. [Hierbei sei Folgendes bemerkt. Das Beispiel (80.) 
kann als eine Modification von (67.) bezeichnet werden. Andererseits kann 
man (67.) auf folgende Weise verallgemeinern: 


] (n+1)? U, 1 
(81.) = —, 9,= —— =— 
(n-+2)° (n+ 2)” Un n+1)” 
woe>1, 0<P=z1l, a@-P=1 ist. Hier kann in der That (79.) nicht 


erfüllt sein. Denn man erhält wie oben 


n f 


r u EEE l \ ' dx 
lim(R,—1)- Seren; -Jim\ uinart [ — 


also für «&—-P=1 einen endlichen Werth —>0, für e&-?<-1 einen un- 
endlich grossen Werth. Hieraus ist jedoch nicht zu schliessen, dass f (r) 
auch für endlich bleibenden z, unbestimmt wird: denn (79.) war ja nicht 
nothwendig, nur hinreichend. | 

Alles in Allem genommen, besitzt also eine Function f(x), welche 
den Bedingungen (66.) entspricht, folgende Eigenschaften: f(x) ist stetig 
und nimmt mit x durchaus zu; für eine gewisse abzählbare, überall con- 
densirte Menge von x-Werthen (die primären) ist f_(z)= 0, und f(x) hat 
einen bestimmten Werth —>V; für eine nicht-abzählbare, überall condensirte 
xz-Menge ist f (z)=f,(2)=0; für eine andere derartige Menge ist f_(x) un- 
bestimmt, aber f,(x) bestimmt und —> 0: und ausserdem giebt es wenigstens in 
gewissen Fällen (wie im Beispiele (80.)) eine nicht-abzählbare, überall con- 
densirte x-Menge, wo f_(z) = f, (x) >V ist. 

Bei Vertauschung von z und y modifieiren sich die Verhältnisse in 
unmittelbar ersichtlicher Weise. 


*) Vgl. $ 6, 61. (16.) Z, = 1:e%. 
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$ 10. 


P=»*, Q=—=(. 


Im vorigen Paragraphen wurde f_(x) unbestimmt, obgleich dies mit 
limÜ, nicht der Fall war. Bei der Annahme P=x, Q = 0 kann Unbestimmt- 
heit für f_(=) [f;(@)] schon aus dem Grunde eintreten, dass lim U,(lim V,) 
unbestimmt ist; und ausserdem wird ermöglicht, dass sowohl Null- als Un- 
endlichkeitsstellen unendlich dicht liegen. 

Wir nehmen also an: 


ee) E 
(82.) SUu=m, 30,,=%. w„>0,1>,>0 
0 0 


Die Condensirtheit der primären Abseissen erfordert wie oben [Gl]. (44.)] 


ee. = u nv 
(83.) s>—=o, %—=w., 


0 © 0 U, 


Da die Richtungseoeffieienten nun nicht unter einer endlichen Grenze bleiben, 
folgt hieraus nicht länger die Condensirtheit der primären Ordinaten. Die 
Bedingungen für dieselbe sind jedoch leicht zu finden: wenn man die 
Rollen von z und y vertauscht, treten an die Stelle von p, und q, bez. 
l:p, und 1:q,, also an die Stelle von „=p,—-1l und v,=1-—q, bez. 
— (u,:p,) und —(v,:p,); hieraus ergiebt sich ganz wie im $ 7, dass die frag- 
lichen Bedingungen sind: 
> Einem Ehen 

Wenn sowohl (83.) als (84.) erfüllt sind, so ist, wie wir wissen ($ 4), die 
entsprechende Function f(x) stetig. Und die Bedingungen sind immer erfüllt, 
wenn 


n 
h) 
) 


(85.) lima, = lime, =0, »>lim — >0 


ist. Diese Verhältnisse (sowie auch die Bedingungen (82.)), sind in folgenden 


Beispielen realisirt: 
1 


Ä _.r 
2) ME un 


(86.) 1) u, = „= n12 


In solehen Fällen ist zufolge $ 5 in den primären Stellen 


(@)=0, Ka)=®. 


Für eine seeundäre Stelle kann limm, >0, =0, unendlich oder un- 


W 


b 
W 
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bestimmt sein. Man bezeichne mit P, bez. O, das Product aus den Faec- 
toren der Form p, bez. q, in (53.). Folgende Möglichkeiten können ein- 
treten: 


87.) 1) 0, 0, P, endlich; 2) Q, >09, P,=x; 


| 9), 0 >09, P,..:- endlioh;. 4), Q0,=0, P=s, 


Im ersten Falle ist limm, endlich und >0, im zweiten unendlich, im 
dritten gleich Null, im vierten je nach den Umständen >0, = 0, unendlich 
oder unbestimmt. Die Unbestimmtheit setzt voraus, dass weder die Anzahl 
conseceutiver p, noch die Anzahl consecutiver g, endlich bleibt (s. $ 2, zweite 
Note). Dies ist nothwendig, aber nicht hinreichend. Bei der näheren Be- 
stimmung setzen wir der Einfachheit wegen voraus, dass (wie im zweiten 
der obigen Beispiele) 


(88.) el Ann <p (also q,.,> 4, 
ist. Zu Unbestimmtheitsstellen können wir dann folgendermassen gelangen, 
Es sei logp, = -logg,=/,, und A(n) bedeute eine positive, ganzzahlige 
Funetion von » mit der Eigenschaft, dass 
(89.) lim[, +1, ., +1,24" +l,.m) = limg(n) 
NR 


einen endlichen Werth g hat, was natürlich voraussetzt, dass limi(n) = x 
ist (da lim/,=0). Man bilde die Reihe 


(90.) ON) -ya)t+ym)-yR)+, 
wo die Zahlen z,, »,, ... durch die Relation 
91.) N = m +Aln)+1 ne 


bestimmt sind. Es ist limp(n,) = 9, also pn) =g+0,, wo limd, = 0 ist. 
Wenn S, die Summe der ersten » Glieder in (90.) bedeutet, ist also 

Ss, e- y(V), 

S. y(0)—-9— 0), 

S; = p(O)-JI,+Ld,, 

(92.) S, = yN—g—d, +d,—0,, 


Ix 


S, = 9 N)—-g-(9, — 0,44, —0, +. +d4_1). 
Ba N)-(I, +4, —d, +. — I). 
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Wenn nun die unendliche Reihe d,—d,+d,—--- eine endliche Summe A hat, 
so oseillirt die Reihe (90.) zwischen 
(93.) g(O)—h—-g und Y(O)—h. 


Die Convergenz der J-Reihe findet immer statt, wenn die Funetion Y(n) 
unaufhörlieh mit wachsendem » abnimmt; dann sind nämlich die Öd, sämmtlich 
grösser als O und unaufhörlich abnehmend; da überdies lim d,;, = Ö ist, 
folgt die Convergenz. Ebenso wenn p(») unaufhörlich mit » wächst. Jedes 
Glied g(n,,) der Reihe (90.) ist eine Summe von consecutiven Gliedern 
aus der /,-Reihe, und jedes Glied —g(n,,,,) ist eine Summe consecutiver 
Glieder aus &(—/,). Wenn man die Reihe derart verändert, dass man die 
Glieder in den Partialgliedern auflöst, so dehnt sich die Unbestimmtheit 
auch auf die zwischen den Grenzen (93.) liegenden Stellen aus. Aber 
nach dieser Veränderung ist (90.) nichts anderes als limlogm, für eine 
gewisse secundäre Stelle, nämlich diejenige, deren e-Reihe für jedes p(n;,' 
eine entsprechende Folge consecutiver Nullen hat, und für jedes g(n;,.,) 
eine entsprechende Folge consecutiver Einsen. Für diese Stelle ist also 
limm, unbestimmt. 

Wir haben hierbei die Existenz einer Function 4(») mit gewissen 
Eigenschaften vorausgesetzt. Es ist ziemlich leicht zu zeigen, dass unter 
unseren sonstigen Voraussetzungen solche Funetionen sich immer bilden 
lassen. Wir werden uns aber hier darauf beschränken, dies für das Beispiel 
(86.) 2) zu zeigen. Es sei hier 4(n) = n+1, also 


(94.) pn) = = r a. T 5 €, SE; j 
5 m tt at toenin/ ine on 
Ferner ist 


und g(») nimmt also mit wachsendem » unaufhörlich ab. Folglich sind 
die Bedingungen erfüllt. 

Andererseits kann man mit Hülfe einer Funetion A(») der verlangten 
Art unendlich viele Stellen bestimmen, wo die fragliche Unbestimmtheit 
eintritt. Man kann nicht nur das beschriebene Verfahren von einem be- 
liebigen » an, statt von a=(, anwenden; es ist auch erlaubt, zwischen den 
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Gruppen von A(n) Nullen und Einsen gemischte Elemente (Nullen und 
Einsen) in endlich bleibender Anzahl einzufügen, wenn man nur dafür sorgt, 
dass die diesen Elementen entsprechende Reihe von Gliedern +/, con- 
vergirt: das Hinzukommen dieser Glieder kann dann nur eine Verschiebung 
der beiden Unbestimmtheitsgrenzen bewirken (s. die obige Beweisführung;). 
Und in der That ist es immer erreichbar, dass die erwähnten Glieder eine 
unbedingt convergente Reihe bilden (vergl. $ 9). Nachher kann man in 
den eingeschobenen Gruppen auf beliebige Weise Nullen durch Einsen und 
umgekehrt ersetzen, was eine nicht-abzählbare Menge von Möglichkeiten 
giebt (s. $ 9). Schon durch Vermittelung einer einzigen Funetion A(n) kann 
man also zu einer nicht-abzählbaren Menge secundärer Stellen gelangen. 
für welehe limm, unbestimmt ist. 

Zu Stellen mit limm, = » gelangt man am einfachsten, wenn man 
die eonsecutiven Nullen in der Anzahl 4(»), die consecutiven Einsen in 
endlich bleibender Anzahl auftreten lässt. Und ganz wie oben ergiebt sich, 
dass auch diese Stellen eine nicht-abzählbare Menge bilden. Durch das 
umgekehrte Verfahren gelangt man zu einer nicht-abzählbaren x-Menge 
mit limm, = 0. { 

Dass endlich auch für eine nicht-abzählbare z-Menge limm, einen 
bestimmten endlichen Werth > 0 hat, ergiebt sich folgendermassen. Man 
sondere in der Reihe &/, eine convergente Partialreihe (L) ab (s.$ 9). In 
der divergenten Restreihe lasse man die Zeichen wechseln, so dass eine 
convergente Reihe entsteht; nachher füge man die Reihe Z (mit positiven 
Zeichen) wieder ein; dann entsteht wieder eine convergente Reihe, und die 
Convergenz besteht noch, wenn man in Z Zeichenänderungen vornimmt, 
was auf zwei-mächtig unendlich viele Weisen möglich ist. Aber jeder 
solchen Möglichkeit entspricht eine Stelle, wo limm, endlich und > 0 ist. 
— ‚Diese Stellen gehören (wie die Unbestimmtheitsstellen) zum Falle (87.) 4); 
die Stellen mit limm, = x gehören zu 2) oder 4); die Nullstellen zu 3 
oder 4); der Fall 1) kann offenbar unter der Annahme p,g,=1 nicht 
vorkommen. 

Dass jede der erwähnten nicht-abzählbaren z-Mengen auch überall 
eondensirt ist, folgt daraus, dass man offenbar beliebig nahe an einer be- 
liebigen primären Stelle zu seeundären Stellen jeder Art gelangen kann. 

Da unter den Annahmen (85.) die Bedingung (28.) erfüllt ist. so 
wird limU, = lim V, = limm,, sobald limm, bestimmt (endlich oder unendlich 
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ist ($ 6). Und wenn limm, unbestimmt ist, so werden auch limÜV, und 
lim V, unbestimmt mit denselben Unbestimmtheitsgrenzen; denn limlogm, er- 
hält man aus (90.) durch Auflösung jedes Gliedes in die oben erwähnten 
Partialglieder; und zufolge (51.), (52.) und (85.) erhält man limlogU, 
bez. limlogV, aus (90.) durch Auflösung der Glieder Y(n,,.,) bez. p(n;,): 
die Art der Unbestimmtheit wird offenbar dieselbe in allen drei Fällen. 
Die Unbestimmtheit von limÜU, führt aber im jetzigen Falle auch 
die Unbestimmtheit von lim(4,:Z,) [s. $ 6] und also von f_(z) mit sich 
(und analog für limV, und f;(z)), Um dies zu beweisen, ist es ja hin- 
reichend zu zeigen, dass die Grösse 4, = ($,,1—$,):Z, nicht den bestimmten 
(renzwerth Null hat ($ 6). Dies folgt aber aus den beiden Umständen, 
dass der Quotient (e,:«,) nicht beliebig nahe an Null kommen kann 
's. (85.)|, und dass in der e-Reihe eonseeutive Einsen niemals aufhören. 
Dass zwei econseeutive Einsen vorkommen, bedeutet nämlich, dass der Ueber- 
gang von einem gewissen Näherungswerthe 5, zum nächstfolgenden S,;: 
durch eine einzige Interpolation vermittelt wird. Bei dieser Interpolation 
wird die Strecke a zwischen £, und dem entsprechenden oberen Näherungs- 


getheilt, und es ist also ($,.1—$5,):a=o,:(u,+,) und folglich > k:(k+1), 
wenn % die untere Grenze von ®„:w, ist. Und a fortiori wird dann 
GH —8):2, >k:(k+1). 

Wenn in der s-Keihe das Auftreten conseceutiver Einsen niemals aufhört, 
ist es also nicht möglich, dass lim, den bestimmten Werth Null haben 
kann. Folglich muss /_(=) mit limU, unbestimmt werden. 

Zufolge des auf seeundäre Stellen ausgedehnten Theorems $ 5 wird 
f_(x) mit limU,=0, und f;(x) mit limV,= x. Aber für limU, >60 (und 
bestimmt) bez. limV, endlich kann f_(x) bez. f,(x) aus demselben Grunde 
wie im vorigen Paragraphen unbestimmt werden. Dass dies in der "That 
für eine eondensirte, nicht-abzählbare z-Menge eintreffen muss, kann man 
für limV, und f, (x) auf analoge Weise, wie im vorigen Paragraphen zeigen; 
aber hierbei ist zu bemerken, dass die Unbestimmtheit möglicherweise nicht 
erreichbar ist, ohne dass limV, = 0 ist (s. unten), aber wenigstens für eine 
Menge solcher Stellen eintreten muss. Dass f_(x) für gewisse Stellen 
mit lim, = so unbestimmt wird, zeigt man auf dieselbe Weise nach Ver- 
tauschung von x und y (der direete Nachweis bietet grössere Schwierig- 
keiten dar). Andererseits muss es Stellen geben mit limU, = x oder 


werthe S,, im Verhältnisse e,:a, (wo n eine gewisse Zahl — o bedeutet) 
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limV, —0, für welche die Unbestimmtheit nicht eintritt. Dies kann man 
folgendermassen zeigen. 


Man betrachte zunächst eine Stelle. wo limÜ, endlich und > 0 
ist, und lim, <1. Wir wissen, dass /_ (x) dann =limÜ, ist, wenn die 


Gleichung (71.) erfüllt ist. Dass aber dies der Fall ist, können wir nun 
nicht wie im vorigen Paragraphen dureh Einführung von DG) zeigen, weil 
Di jetzt offenbar von derselben Ordnung wie S,,,— << unendlich klein ist, 
und also DE: (&,.1—$,) nur dann gleich O0 ist, wenn 


Pi - \ ” 
(& A)\ . f£  - 
So+!1 ok / * \>o-Hl >, 


), 


Wir müssen daher näher untersuchen, unter welchen Bedingungen (71.) er- 
füllt ist. Zu diesem Zwecke denken wir uns der Einfachheit wegen zu- 
nächst eine feste Abseissenstrecke, z. B. die Strecke 0...1, und definiren 
in diesem Intervalle eine Reihe von Funetionen F,(x) auf folgende Weise: 
Für eine beliebige &e-Reihe der oben erwähnten Art sei 


Fr 


- f \ F 
> — Fe _—t eg -—— a —t- vun — ng — | — ung 
4 ss Sn? “nl >n3 >n? > 
7) “N | \enz “ni, | . nN)> - a2 7 \ { + | f 


| F,(&,) : = m|U,, re Ar 4 + OLE & 


ni Nnz\ 


(97.) 


I 


wo m eine positive Zahl ist, und die Grössen S,, und U,, sich von den 
oben betrachteten 5, und U, dadurch unterscheiden. dass man bei der Bildune 
von $,, und U,, die Factoren p,, pı. Ps --. bez. 9. 9. 9, -.. durch 
et ee ie 
ersetzt (also 5, = S,, U,,= ÜU,). Es steht dann offenbar die Function F,(x 
in ganz derselben Relation zur Strecke (0, 0)...(1.m), wie f(x) zur Strecke 
(0,0)...(1,1), und allgemeiner F,(x,) in derselben Relation zur Strecke 
©, 0)...(1,m), wie fa)—z, für , <e<r, zur Strecke (2,Y,)...(2,% 
wenn die Theilstrecke z,...r, in.S, neu eingeführt ist. Im Falle, dass 
constant ist, wird die Art der successiven 'T'heilung der Abseissen- 


"n 


u,: © 
strecke von » unabhängig ‘(S,, = S,); und wenn «,:e, unaufhörlich mit ” 


l 


zu- oder abnimmt. nimmt x, unaufhörlich mit wachsendem » ab oder zu 
[zufolge (26.)], und nähert sich also einem bestimmten Grenzwerth; und die 
Reihe der e kann so gewählt werden, dass limx, einen beliebigen Werth 


zwischen O0 und 1 annimmt. Es ist ferner 


Ir 
Un 


* F, Eu) lım Us & 1 U, > 
(98.) lim — L — - 
j . WB x m T, lım S u: Sn &: Sul 34 


Dieser Grenzwerth wird mit Sicherheit = 1, wenn für hinreichend grossen 
6” 
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»-Werth |U,,—1|, unabhängig von i, kleiner als eine beliebig kleine posi- 
tive Grösse 7, Ist; denn der Ausdruck im Zähler wird dann grösser als 
1-n,)&u1+&a—&1)+], aber kleiner als (1+n,)[&.+@&.—&1)+-]. Unter 
der Voraussetzung, dass p,g, = 1 ist, und p, unaufhörlich abnimmt, ist diese 
3edingung immer an solchen Stellen erfüllt, in deren &-Reihe die con- 
seeutiven Nullen von einem gewissen »-Werth an eine constante endliche 
Anzahl « hat und die conseeutiven Einsen auch dieselbe Anzahl haben. 
Ks ist nämlich dann 

limlogU,,;, = K,+ 2(-1) ER RENT ORRIEESEENTL 


0Q\ u 





” 4 k ao 
.e; K.+ - (—1) logn,;, 
e:=1) 


wo n, eine gewisse ganze Zahl bedeutet. Die Grösse K, hat die Form 
- p . » ” . 
> +logp, und verschwindet also für a= vw. Die darauf folgende Reihe 


eonvergirt für alle », weil logn,,;ı <logr,, ist [zufolge der Annahme 


Pi p,|, und limlogr,,= 0 ist, und die abwechselnd positiven und nega- 
1 q k=x% 


tiven Glieder der Reihe dem absoluten Betrage nach unaufhörlich und un- 


begrenzt abnehmen. Und zwar ist zufolge dieser Umstände der Werth der 


reihe positiv, aber kleiner als das erste Glied log; es ist aber limlogr,,„=0; 


Nn—=I 


also verschwindet die ganze Reihe für a= vw. Es wird also 


m 15 8 
lim ‚lim log U, = (). 
Ferner folgt mit Leichtigkeit, dass |logU,| <®, ist, wo limd,=0 (für 





n S 


alle ö). Denn jeder Theil von X, wird für hinreichend grosses » numerisch 
beliebig klein, und jeder Theil der Reihe ist numerisch kleiner als logz,.. 
Es ist somit |U,—-1!<n,, limn,=0, und folglich der Grenzwerth (98.) 
I. Mit anderen Worten: es ist lim(F,(&,)—mz,)=0. Die e-Reihen, für 
welche wir dies gezeigt haben, geben aber in ihrer Gesammtheit eine 
r-Menge, welche offenbar überall eondensirt ist, und da die Funetionen F, 
stetie sind, können wir die Sache ganz einfach so ausdrücken, dass (für 
alle x) limF,(@) = me Ist. 
Wenn man die Länge / der betrachteten Abseissenstrecke nicht con- 
stant und gleich I nimmt, sondern mit wachsendem » in infinitum abnehmen 
lässt, so hat man das Gesagte so auszudrücken, dass lim F,(r)—mxr unendlich 
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klein von höherer Ordnung als / ist. Und überdies kann man auch m variiren 
lassen, wenigstens innerhalb endlicher Grenzen. Hierin liegt unmittelbar, 
dass (71.) gültig ist, wenn limÜ, endlich und —>0. Wenn ausserdem 
limA, < 1 ist, wird, wie gesagt, f_(x) =limU,. Aber lim}, ist im jetzigen 
Falle immer < 1, wenn die Anzahl eonseeutiver Nullen in der zur Grenz- 
stelle x gehörenden e-Reihe endlich bleibt; dies folgt aus (77.) und aus der 
Annahme, dass lim(«,:v,) endlich und von Null verschieden ist. Analoges 
gilt nach oben: f(x) ist = limV,, wenn limV, endlich und grösser als 0 ist, 
und die Anzahl consecutiver Einsen in der e-Reihe endlich bleibt. Wenn so- 
wohl die Anzahl der Nullen als der Einsen endlich bleibt und limm, endlich 
und grösser als O ist, wird also f_(=) = f(x) =limm,. Die z-Werthe, für 
welche dies eintrifft, sind offenbar überall eondensirt und nieht-abzählbar. 

Auch wenn man in (98.) m mit » in infinitum wachsen lässt, wird 
der Grenzwerth =1. Hieraus folgt nun nicht lim[F,(z)—m&| = 0, dagegen 
mit Sicherheit lim /[F,(@)—mxz]|:m! =0. Wenn man wie oben zur Be- 
trachtung der unendlich kleinen Strecke &,...&,4, übergeht, so ist die letzte 
Gleichung so zu deuten, dass 


} d(*) 
(100.) lim [„* ,-:U,] = 0 
ist, wenn liimÜU,= x. Hieraus folgt ferner 
d) A 
lim | a U, =0, d.h. Lim | —, 7 1=0, 
— So+1 TC — So 2— 4 - 


wenn lim, <1 ist. Und dass dies mit der Bedingung lim U, = © wirklich 
vereinbar ist, wenigstens für p,9,.= 1, p.;ı <p,, zeigt man ziemlich leicht: 
limi, wird kleiner als 1, wenn in der s-Reihe die Anzahl eonseeutiver Nullen, 
und also in (53.) die Anzahl consecutiver Factoren p, endlich bleibt; es fragt 
sich also, ob hierbei (53.) unendlich gross werden kann: dies ist (wenigstens 
unter den erwähnten Annahmen) zu bejahen, was wir jedoch hier nur an 
dem Beispiele (86.) 2) bestätigen wollen: schon die Reihe 


Bee ent re 


divergirt, und ebenso alle ähnliche, für welehe die Anzahl eonseeutiver posi- 
tiver Glieder constant und grösser als 2 ist, und die negativen einzeln auf- 
treten; also existiren Stellen mit lim, < 1, limU, = limm, = x; und dass 
diese Stellen nicht abzählbar sind, folgt daraus, dass in der obigen Reihe 
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sowohl das Endlichbleiben der eonsecutiven positiven Glieder, als auch die 


. k E . . % * 1 
Divergenz noch besteht, wenn man die Glieder der Form -— 5% UN- 
.. .._ 'ı» ® ® . W “ 1 r 
verändert lässt, aber für eine beliebige Menge der Glieder — gijı das Vor- 


zeichen ändert, was eine Unendlichkeit der zweiten Mächtigkeit giebt. 
Dass die fragliche Menge auch überall eondensirt ist, folgt daraus, dass 
man in den » ersten Gliedern der Reihe (101.) auf beliebige Weise die 
Vorzeichen verändern kann, wo r beliebig gross ist, und dass also be- 
liebig nahe an einer jeden primären Stelle secundäre Stellen der fraglichen 
Art sich befinden. Hiermit ist gezeigt, dass es eine nicht-abzählbare, überall 
condensirte @-Menge giebt, wo f_(z=) (ohne irgend eine Unbestimmtheit) 
unendlich gross wird. Auf analoge Weise ergiebt sich, dass für eine andere 
derartige Menge f_(x) =0 ist. 

Wir haben oben unerledigt gelassen, ob f(x) oder fi(x=) auch an 
solchen Stellen unbestimmt werden können, wo limU, =limV, endlich und 
grösser als 0 ist. Die vollständige Erledigung dieser Frage ist von ver- 
hältnissmässig geringem Interesse, da es ja, dem Vorigen zufolge, jedenfalls 
eine nieht-abzählbare rx-Menge giebt, wo die Derivirten beide unbestimmt sind, 
weil dies schon von limm, gilt. Aber es ist von Interesse, zu entscheiden, 
ob die eine Derivirte unbestimmt sein kann, während die andere endlich 
und grösser als 0 ist. Dies ist in der That zu verneinen. Den Beweis 
hierfür werden wir der Kürze wegen nur andeuten. Die Unbestimmtheit von 
f_(x) setzt ja, wenn limÜ, bestimmt ist, zufolge des oben gezeigten, noth- 
wendig voraus, dass lim4, beliebig nahe an Eins kommen kann. Dies setzt 
wiederum zufolge (77.) in Verbindung mit (73.), als nothwendige und hin- 
reichende Bedingung voraus, dass die Anzahl conseeutiver Nullen in der 
e-Reihe nicht endlich bleibt (unter Voraussetzung, dass (85.) erfüllt ist). 
Dies ist in der T’hat mit der Annahme, dass lim, = limm, endlich und positiv 
sein soll, vereinbar, aber erfordert, dass die Gruppen von conseeutiven 
Einsen sich auf wesentlich dieselbe Weise, wie die Nullengruppen ver- 
halten. Und aus dieser Aehnlichkeit folgt in der That, dass f(x) un- 
bestimmt sein muss, wenn dies von f(x) gilt, und umgekehrt. 

Die Annahmen (82.) und (85.) führen also, wenigstens wenn sie mit 
58.) vereinigt werden, zu Functionen f(z) mit folgenden Eigenschaften: 
die Funetion f(x) selbst ist stelig und durchaus mit x steigend; für eine 


überall condensirte, abzählbare Menge von z-Werthen ist die hintere Deri- 
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virte f_(z)=0, aber die vordere f,(z)=%x; für eine überall condensirte, 
nicht-abzählbare x-Menge ist f (z)=f,(x) >>0; für eine zweite derartige 


x 


Menge ist f_()=f.(z)=0; für eine dritte f(x) = f\ (x x; für eine 
vierte Menge derselben Art sind f_(x) und f,(x) beide unbestimmt; für ein« 
fünfte ist f_ (x) =, aber f(x) unbestimmt mit Null als unterer Grenze; für 
eine sechste ist f, (x) = x, aber f_(x) unbestimmt mit x als oberer Grenze. 


6) 


Wenn die Bedingungen (82.), (83.), (84.) erfüllt sind und 
lim, = lime, —= 0 


ist, aber «,:v, nicht einen bestimmten endlichen und von Null verschiedenen 


Grenzwerth hat, so können sich die Verhältnisse in der einen oder anderen 
Hinsicht modifieiren. 
Noch grössere Verschiedenheit tritt ein, wenn keine der Bedingungen 


'85.) erfüllt ist, wie in folgenden Beispielen: 


\ | > | 
(102.) I) 2 eo) Bes: 4 = 


(welche offenbar (82.), (83.), (84.) erfüllen). Selbstverständlich können hier 
lim, und limV, niemals endlich, bestimmt und grösser als 0 sein; und wenn 
sie unbestimmt sind, so verhalten sich die Unbestimmtheitserenzen für lim U 
zu denjenigen für limV,, wie limp, zu limg, (s. (51.), (52.)). Die Un- 
bestimmtheit setzt ja übrigens voraus, dass in (53.) die Produete eonseeu- 
tiver Factoren p,; und ceonseeutiver Factoren q, Grenzwerthe haben, deren 
Produet = 1 ist. Hierbei kann die Anzahl consecutiver p, oder q, endlich 
bleiben oder unbegrenzt wachsen. Wenn p, und q, constant sind p und 
q), wie in (102), setzt ersteres voraus, dass für gewisse ganzzahlige positive 
Werthe von g und h p’.g’=1 ist, d.h. glogp-+hlogg = 0, also die Loga- 
rithmen von p und q commensurabel, wie in (102.), 1). Das fragliche 
Verhältniss ist in diesem Beispiele dadurch erreichbar, dass man von einem 
gewissen » an g=h nimmt, also am einfachsten g=%h= 1; und da es auch 
erlaubt ist, abwechselnd z. B.g=h=1 und g=h=2 zu nehmen (in be- 
liebiger Anordnung), so giebt es offenbar eine nicht-abzählbare r-Menge. 
wo die fraglichen Verhältnisse eintreten, und also limÜU, zwischen end- 
lichen Grenzen unbestimmt ist. Andererseits kann man auch q und Ak un- 
begrenzt wachsen lassen und dementsprechend existirt eine nicht-abzählbare 
Menge von Stellen, wo U, zwischen 0 und » oseillirt. Dass ferner die 


e 


Unbestimmtheit von limU, auch die Unbestimmheit von f(x) mit sich 
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führt, ist im allgemeinen wie im obigen Falle zu zeigen (nur im Falle 
g=h=1 muss man in leicht ersichtlicher Weise den Beweis modifieiren, 
da conseeutive Einsen in der e-Reihe in diesem Falle nicht vorkommen), 
Für limm, = ® ist, wie oben, f\(=)=x, und f_(z) = oo oder unbestimmt 
mit co als obere Grenze, und für imm,=0 f_(z)=0, und f,(x)=0 oder 
unbestimmt mit 0 als unterer Grenze. 
Auch kann limp, > 1, limg, = 1 sein. Beispiel: 
1 


9° 


Pr 
-— 


« 


(103. P. zu 4, — Tau 


N 


n 


+ 
Die Verhältnisse werden denjenigen in (102.) ziemlich ähnlich. 


$ 11. 


Abwechselnde Güitigkeit der Ungleichheiten p, > 1, g, uch l. 


Wir werden einige Bemerkungen über verschiedene Fälle machen, 
für welehe es abwechselnd gilt, dass y, >1, ,<1lund p,<1, ,>]1 
ist, beschränken uns aber hierbei auf den Fall, dass p, und p,,. bez. q, 
und q,., sich in dieser Hinsicht immer verschieden verhalten, 

(also logp,.logp,+, <<, logg,.logg,., <O). 
Wie wir wissen, muss ausserdem immer logp,.logg, <0 sein. 

l. Die unendlichen Producte P und Q sind beide unbedingt convergent, 
(d. h. die keihen Flogp, und Flogg, sind unbedingt convergent). 

Im Wesentlichen gestaltet sich in diesem Falle alles, wie in S 8. 

Il. P unbedingt convergent, () bedingt convergent. Man setze 

(104.) »,=1+(-2D’u, M=1+(-1)""r,, 
wo a, und oe, grösser als OÖ sind. In der Reihe Flogg, müssen nun die posi- 


tiven Glieder für sich, und die negativen für sich divergente Reihen bilden. 


Wie im $ 9 ist zu zeigen, dass wenn man von Unbestimmtheitsfällen für 


lim(z,:®,) absieht, folgende Bedingungen erfüllt sein müssen: 


% ww -, u 
Su, und 3(—1)""e, convergent, 


f. %. r 
Fo ad 2), divergent. 
il 0) 
AN 
105.) 2 Usı 2 Marıı WER 
R und > divergent, 
() LaB7 0) "oL +1 


. 2 
aber lim FED, 
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Beispiele: 
1)" | 
l) p,= 1- dr In 1 or 
(106. dx 2 
ach 1) yet 
2 logp. ne 10gq, n-+-1 


In den seeundären Stellen verhalten sich die Grössen lim Ü, und limV, im 
wesentlichen wie in den Fällen (86.),. wie eine leicht gefundene Modification 
der Beweisführung im $ 10 zeigt (die arithmetischen Eigenschaften der Un- 
bestimmtheitsstellen u. s. w. sind jetzt nicht ganz dieselben). In den primären 


Stellen ist sowohl limm, als limm, endlich und 0. Die vollständigere 
Untersuchung der Derivirten lassen wir bei Seite. 

Ill. P und O beide bedingt convergent. In diesem Falle müssen 
die Reihen I(u,:e,) und I(e,:«,) beide divergiren, aber die Bedingung 
lim(w,:e,)=0 fällt aus. Typische Beispiele: 

I) 2.=11 a . Er | + 2 
(107. 





2) loep, loo« 
ep. gq 


n+ | n-+-] 


Ziemlich ähnliche Verhältnisse treten ein wie im vorigen Falle. 
IV. P unbedingt convergent, =. 


A) limg,=1. In diesem Falle muss lim(a.,.:0,)=0 sein (s. $ 9). 
Beispiele: 
\ n — 1) ] | 
a PAR HG N mi gan: m rg 
108.) 1) 
” -1)" | | 
2) logp, : ny1y logg;,, = TIER logga;ı = (ki 





Die Verhältnisse werden demjenigen in $ 9 ähnlich. 


B) 1>limg, >60. Beispiel: 


/ 


109.) logp, = I, og =—1, logguı = 


(n-+1)’ ’ o 


1(k+1)‘ 

In diesem Falle wird die Sache weniger einfach: limÜ, ist immer 
bestimmt und endlich, — 0; dagegen kann limV, unbestimmt sein, nämlich 
zwischen zwei Werthen oscilliren, welche zu einander im Verhältnisse 


limg.:limg.,,=1l:e 
Journal für Mathematik Bd. CXVIIl. Heft 1. 
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stehen. — Selbstverständlich wäre es auch denkbar, dass q, beliebig nahe 
an Null kommen könnte. 


Die Fälle: P unbedingt convergent, OQ= x; P= (0) oder x, Q unbedingt 
convergent, geben ähnliches. 


V. P bedingt convergent, =. Beispiel: 
| — 1)" | 1 
110). logp, = 7, log = — = I 
li he Ar, DH Ta = gay 
Es wird niemals limm, unendlich gross; übrigens nähern sich die Ver- 
hältnisse denjenigen im $ 10. — P bedingt eonvergent, O=»x ete. giebt 
Analoges. 


V\l. P=x, Q=0. Beispiel (mit limp, = limg, = 1): 


| | 1 | 
111)  logpa = —I0gga = g;,r , 108Panı= 108g = - 5,77 
Vergl.$ 10. — P=0, Q=0 giebt analoges. 
VI P=0Q=0. Beispiel (mit limp, =limg, = 1): 
logp:: = logp = — 
ME SPax = Sk) ' ofax+ı 2(k+1) 
pi | | 
log g:. = 





2 (k+1) ’ log ga; = (Ok+3)? 


Wenn die Reihe der positiven Logarithmen, wie in diesem Beispiele, con- 
vergirt, (was ja nieht nothwendig ist), so kann für die Grössen limm,, 
liimÜ,, limYV, keine Unbestimmtheit und kein Unendlichwerden vorkommen: 


und limm, und limm, sind beide =0. P=x, Q = giebt Analoges. 


VIII. P und O unbestimmt. Beispiel: 
; a er 
1 15.) logp, = —loggq, — — 5) ) re 


-r 
In diesem Falle werden schon limm, und limm, unbestimmt. Uebrigens 
sind die Verhältnisse denjenigen in (102.) ziemlich ähnlich. 

Wenn man die Bedingung logp,.logp,,, <0 nicht festhält, kann 
man auch auf die in der zweiten Note $ 2 angedeutete Weise Unbestimmt- 


heit für P und Q gewinnen. Beispiel: 
114.) logp, = -loggq, = (1). 


In I 
wo A so zu bestimmen ist, dass —,- in der Gruppe 4(A) im Sinne des $ 10 
eingeht. 





w 
h. 


Z 


b 


ee 


Broden, Beiträge zur Theorie der steligen Functionen einer reellen Veränderlichen. 51 


Die nähere Untersuchung, wie sich die Derivirten in diesen ver- 
schiedenen Fällen verhalten und von den arithmetischen Eigenschaften ver- 
schiedener secundärer z-Werthe abhängen, würde uns diesmal zu weit 
führen. 


$ 12. 
Dreitheilung. Ueberall condensirte Maxima und Minima 
Um Funetionen mit überall condensirten Maximum-Minimum-Stellen 
zu erhalten, werden wir, wie schon angedeutet, Dreitheilung statt Zweitheilung 
benutzen. Doch werden wir uns hier auf die einfachsten Fälle be- 
schränken. 
Die Endstellen seien, wie im $ 7, 2=0, x =1, und beide primär, 


f)=0, fW)=1. 
Die bei der Dreitheilung in (S,T,) neu eingeführten Werthepaare seien für « — ] 


f ) I f m ” f \ f 3 » » 
TuıY ur): Tu Y ur): (Tu Y us): (LT u5Y us )“ u 2 u Y 7 s “ Y 


oder kurz 


Ca b) Cs Cs Cu: ’ ( u ’ c AT, 


Die Richtungscoefficienten der successiven Glieder der gebrochenen Linie 
‘S,T,) seien 


Bi et a re 


> 


Es ist. wie man leicht findet. 





Cu3 Anfangspunkt von a... 
Endpunkt von a... 
(115.) 
C„s4? Anfangspunkt von a ron 
‘ Endpunkt von a _ 
Man setze 
’ N An+13 11 An-+-1.3k+ (d.ı+13 
(116.) En al A d.. n 
. e A, l - A I a 


und mache die vereinfachende Annahme, dass p,,, 9,., r.,. nur von n ab- 
hängen: 


(117.) Pa =Pıs 9 On Ir Tu 


- 
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Nun sei 
r zw‘ FL I I 
118.) N1p,=P, Nngq.=%,; Nr,„=R. 
0) 0) VÖ 


Ks ist dann der Grenzwerth der oberen Richtungscoeffieienten 


».s . I. 
fül € 31 un lima, +030(3r+1)-+1 =” 1,31 + II p. ’ 
119.) BR , 
\ / li ” 
Cu3n Ti: ING; 0,380314+24 1 er Ausı +3° Ip»; 
BEER € 





und der Grenzwerth der unteren Richtungscoefficienten 





%»s . ”. 
Küı Cu3n BER lim u+ 0,39 (3%+1) — A u31+1° I N» 
on ' ° u 
120. 
lı I 
Cuan+2 IMG, 303-+2) = Ay PUT 
0=% . u 
Ferner ist immer 
;h-+-1 € € € usa 1 
4 ) ! l T 2 "TORE bi. 2° 
Bla 3 w 3° E 3° L r Zu | Zu 
)h--2 € € & E09 2 
= En ie: mann cal ee al ee - u u; 
3. 3 a zu 1 Zu 


wo die s völlig bestimmt und je gleich 0, 1 oder 2 sind. Und dem- 


entsprechend ist 


U—: 2 2 


{ - KH? u 
121. Ü ,3»+2 on I l, 4 -1) A u3n +3 ai I IE SUR G 30-1 _ II IE FR 
u 2 0o—V S " ' 0 ar > / 


0 
” 


wo /,=p,, q, oder r,, je nachdem &,=0, 1 oder 2 ist in dem Ausdrucke 


„.. 5h-+] >h+2 
für — oder —, also 
u u 
«) «) 
u—?2 N ’ a | 
122.) m ’h+2 - 1 4 (1—e,)(2—&,)P. r &,(2 FOR En, ’R + Le, € —l)r,| u 1 
uU. Ss. W 


Wir gehen nun zur Darstellung von Functionen f(x) über, für welche 
jede primäre Stelle Maximum- oder Minimumstelle ist. Das hierbei angewandte 
Verfahren ist übrigens so beschaffen, dass die primären Stellen schon für 
die Funetionen f,(x) diese Eigenschaft haben, und ausserdem so, dass wenn 
4, B, © eonseeutive Abseissen in S, sind, und also B Maximumstelle, A und 
© Minimumstellen, oder umgekehrt, so gilt für f(x) wie für f(x), dass 
die Ordinate für B die grösste bez. kleinste in der ganzen Strecke AC ist, 
mit anderen Worten dass die ganze Strecke AC zum „Prioritätsbereiche“ 


von B gehört (s. $ 5). 
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Wir nehmen an, dass 
tie P>oO, R>od (= 
sind; betrachten aber nur den einfachen und typischen Fall, dass die Inter- 
polation, wie wir kurz sagen können, symmetrisch ist, d. h. dass wenn & 


’ 


und r, eonseceutive Abseissen in S, sind. 


n 


# Mi . z ra)+fıs: \ - = — Aa) Zf\ = 


ist, für alle a = L(2,—x,). Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 


o)\e 
ZEN 


hierfür sind offenbar: 
(124.) „> Pr: f AR ) J / \ ») F 


Die zweite Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass das mittlere OD der 
drei Glieder der gebrochenen Linie (S,.,T,.,), welche einem Gliede AB 
in (S,T,) entsprechen, durch den Mittelpunkt von AB geht; zufolge der 


jedingung r,—=p, wird dieser Punkt auch Mittelpunkt von CD, und daher 


auch für ein entsprechendes Glied in jedem folgenden Systeme (S,T,); es 
ist mit anderen Worten für alle m >n 
Kurt \ f u tr% \ 


[ \ 5 J=l\ > ) also auch / —_ | AE = 


die Mittelpunkte der Glieder der successiven gebrochenen Linien theilen 
somit die Eigenschaft der Eckpunkte, fest zu liegen. 
Wir können also setzen 
12D., »„.r, > l+u,. g, 1l—e 


wo a, und v,>0 sind, v,<- 1, und die Reihe Zu, eonvergirt, aber Ie 


divergirt. 

Zunächst werden wir nun die Proportionen der interpolirten Abseissen 
streeken bestimmen. Es seien z, und x, die Abseissen der Punkte C und 
D, und man setze 1(z,+2,)=S;. Eine einfache Rechnung zeigt, was auch 


aus (26.) hervorgeht, dass 


126.) (9—%,):(&4—%): (au 5a): (In) = (2-0,):u:Uu,:(2—v 
ist. 

Hieraus folgt sofort die Condensirtheit der primären Abseissen: da 
v,<]1, lim, = 0 ist, muss wenigstens von einem gewissen » an du, <2—, 


sein; wenn dann z,—r, die grösste Abseissendifferenz in S, bedeutet, so 
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wird zufolge (126.' 


%—L = 9-2, <Ir,—8, und also zz, <Ia,—e)), 


und andererseits z,— x; gleich dem grössten Intervalle in S,,,; das grösste 
Intervall in S,,, wird nachher auf dieselbe Weise kleiner als 1(2,— x) 
u.s. w., also der Grenzwerth des grössten Intervalles gleich Null, d.h. 
die primären Abseissen sind eondensirt. Hieraus folgt, da die Richtungs- 
eoeffieienten der Glieder in (S,T,) zwischen endlichen Grenzen bleiben, 
dass f(x) stetig sein muss ($ 4). 
Ferner werden wir zeigen, dass für , <2<e, 
F)-he)! _ g 


(127.) lım 
£ ? er I, 


n T. 
ist, wenn z,, x, auf beliebige Weise mit » variiren. Zu diesem Zwecke 
führen wir in dem Intervalle x....$,, eine folgendermassen definirte Hülfs- 


funetion F,,(x) ein: Es sei 


u Mc | / / Y%—Yı \ 
128.) F,.(z) =y,+m Ip. (c—-%,) = y;+mR,(c—e,), (m = « y )» 
“ / \ / « n , « \ { kn x; J/ 
Dann wird 
IF.(2)—f.(x)) e ® IFı(2) —f,.(x)! Bon? Y i 
( 129, | \ ) | ee, =. Im|.(R, —. | Sa. / \*) we ım| R, —1). 
r— ev, 2 rr—E, u 


Aber |m\(R,—1) ist für hinreichend grosse » beliebig klein, da ja limA,=1 
ist, und |m| endlich bleibt. Andererseits lässt sich zeigen, dass wenigstens 
für hinreichend grosse n 

(130. f&)-f,&)| <|F,(&@)—-f,(®) 


ist. Aus (126.) folgt 





| 2 — v, R 
I l (1t.,—14 
2 2—o, tu. ' ' 
131.) 
| | yY—t HM irn. m(l+u,)(x, —%,) 
1Ty: 2 2— m, +Uu m 
2 — vn + ud, 
132.) .—y, = ma, —E,) A 
\ / Y; %Y \ h . (2 ü v, 1 - ) 
Sowohl 9,—y; als y,—y, sind folglich, sobald e,<2, =0 je nachdem 


m 0. Zufolge der Symmetrie gilt dasselbe für y„—y, und y,—y,. Es 
liegen somit die Ordinaten der zwei interpolirten Stellen zwischen y, und 
y. Da für die fernere Interpolation ähnliches gilt, so wird für alle x 


zwischen z, und &,,  <f(@) >y' oder ,> f(x) >y, Je nachdem y, 
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erösser oder kleiner als y, ist. Hieraus folgt ja in der That, dass die primären 
Stellen Maximum-Minimum-Stellen für f(x) werden, welche mit Bezug au!i 
die Prioritätsbereiche die oben erwähnte Bedingung erfüllen. Es ist nun 
zunächst leicht zu sehen, dass für &8 <x<_ $&, die Gleichung (130.) stati 
findet. Man nehme z. B. an, dass m >0 (y, > y,;) ist. Dann ist für 


Ta Bar Hmfie Y 


und da |gq,| <1 ist, muss offenbar f,(®,) <y, sein. Aus diesen beiden 
Umständen folgt, dass in dem fraglichen Intervalle, #&, <x<: 

Ka) Ke)— fe, 
ist. Andererseits ist offenbar F,(x)—-f,(x) > F,(@)—f,(xz). Da überdies 
F,(@)—f, a) >y-f,(&) ist, so folgt (150.) Für die Strecke z....r, er- 


ojebt sich dasselbe folgendermassen. Die Riehtungseoeffieienten der linearen 
Stücke, welche bei der Interpolation zwischen (z,y;) und (,y,) eingeschoben 
werden, haben die Form m.t,...t,.,, wo 4=p, oder q, ist, und sind also 
numerisch kleiner als mA,. Für m >0 folgt hieraus, dass alle Eckpunkte 
unterhalb der Geraden y = F,,(xz) liegen, mit anderen Worten dass die Ordi 


naten aller primären Stellen kleiner als die entsprechenden F,-Werthe sind, 


also überhaupt f(x) < F,(x). Wenigstens für f(x f,(z) wird folglich 
fx) —f.(&)| <\F,.(2)-f,(e). Auch für Stellen mit f(x /, (x) findet man 
leicht, dass in der zweiten Hälfte S,...x, des Intervalles z,...x, dasselbe gilt: 
wenn nämlich S,<x2<Zr, ist, und f(x f(x), so wird zufolge der Symmetri: 
f(25,— x) > fa1(28,— X f,(28,—x), also wenn wir 28&,-2r=x setzen 
f«)-f,@)\ < F,(a)—f,(x), und andererseits 


Ke)-ha)>fe)- he) = hr) fe f„\2)— fr 
Hieraus folgt |\f(=)—f,(z)| <F,(a)—f,(x). Aber F,(e)—f,(x") ist klein 


als F,(@)—f,(z), da 2 <e; also folet (130.). Wenn ferner die Strecke 
%,...£; bei der nächstfolgenden Interpolation in die Intervalle #,...x,, z,..: 
cetheilt wird, so ist wie oben zu zeigen, dass die Gleiehung (130.) für die 


Strecke z,...$, und die zweite Hälfte $,...z, der Strecke z....r, eültie ist. 
Mit der Strecke r....£, kann man nacher auf dieselbe Weise verfahren. 
und dies in infinitum forsetzen. Hieraus ergiebt sich, dass (130.), und folg 
lich auch (127.) für das ganze Intervall x....S;. gilt. Zufolge der Symmetrie 
dehnt sich die Sache auch auf die Strecke Z,...x, aus. [Wir nahmen 
oben m >0O an: die Annahme m <7 0 verändert nur unwesentlich die Be 


weisführung. 
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Aus (129.) und (130.) folgt übrigens, dass (127.) sich dahin erweitern 
lässt, dass 


Ft _g im 
c—ı. "> u 


133. lim KR _g 
ar H—x% 


I. 


Wenn man ferner die zwischen z,;, und z, durch die Gerade 


Er Bu: 
(AD) definirte Function mit g,(x) bezeichnet, also |s. (131.), (132.)| 


/») N 
ni) er ( Un(2—0n) \ 
134.) 9,(@)=yı+m\1-z 2} 


(2—2) = y+m(l—-u,)(e—ı; 
4—dnFr Zu, . x en 


setzt. so ist leieht zu finden. dass 


KEROER . (rs) — g.(®)) ’ 
(135.) lim A #1 _0, lim 
Pa ag® 


n Y. ı l I. 


f(®) — Pn (z)) 0 
2 —ı 


ist. Da nämlich lim«,—=0 ist, so wird lim|/f,(@)—y,(x)|: (@—-x,) =0: anderer- 


ı 


seits ist (2, —@,) : (@,—x,) > 4; hieraus und aus (127.) und (133.) folgt (135.). 


ı/ 


Dagegen ist 


san ". s (2) — y,„(z)| ’ * R 
156.) Ars Sze<z,, Im EI Be; lim|m(2—,)). 
: E N—T. Im u. 
Denn es ist 
y,(2) = y„-m(l—u,) (2,— X), 
und für x 2.2 ist 
4 +1 62 ei Ym | m (1—ev,, KL -E)]. 
also wird 
. ER‘ RT 1 / Be DD) 2 A\ 
far (2) - 9,2) = (u -E)m(2—9,— U.) 


Da lim«, = 0 ist, und zufolge (133.) lim|f(@) —f...(@)|: (2„—x) = 0, so folgt 
(136.). — Die Symmetrie giebt ähnliches für das Intervall z....r,. 

Aus diesen Umständen geht hervor, wie sich die Derivirten an ver- 
schiedenen Stellen verhalten. 

Es ıst liml(a,—x,):(r„—z,)]|= 1; dies giebt im Verein mit (135.), 
dass an jeder primären Stelle f_(x,) einen bestimmten Werth (= limm,) 


4 


hat. Ebenso f,(x,) |= limm,|. Und zwar haben f_(z,) und f.(x,) immer 
verschiedene Vorzeichen. 

Eine beliebige secundäre Stelle x correspondirt (wie bei Zweitheilung) 
eindeutig mit einer Reihe 


_ u: Te PU ER 
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1 


wo die e=0, 1 oder 2 sind. und nicht alle eleieh O0 oder alle «leich 


für hinreichend grosse n. Die entsprechende (Grösse U. hat die Form 





I — 11 1 | € 2 € pP € 2 ‘4 / 
[@-8,)p 1)(1 
(137.) .; 
IT 1-e)p. + &.(2—8,)q 
2—E£,)p £ I) ı—a 
wo 9, die ö-te Grösse &e bedeutet, welche nicht gleich Null is da, di 


selbe Bedeutung wie in (134.) hat. Man findet dies ebenso einfach. wie 


bei Zweitheilung die entsprechende Gleichung (51.). Die Zusammenfassung 
von Factoren, welche &-Werthen gleich Null entsprechen st bei dem 
(Grenzübergange ohne Bedeutung, limp ist gleich lim(1— Ind maı 


erhält also für limÜ,, sowie offenbar auch für limF;,, den Ausdruel 
158. lım U, = limV,; = limm 11 \1-e)p,+8(2—8&): 


Dem absoluten Betrage nach ist dieser Grenzwerth immer endlieh un: 
stimmt, erösser als Null oder oleich Null. Das Vorzeichen bleibt ab 
bestimmt, wenn Factoren q, (d. h. Einsen in der e-Reihe) niemals aufh: 
Es werden also limÜ, und limV;, auf dieselbe Weise unbestimmt. wenn in 
der e-heihe Einsen niemals aufhören, und die entsprechenden |4 sich 
ein von Null verschiedenes Produet eben, obgleich 0) U 
setzt voraus. dass lim g, 1 ıst (/lime 0), aber findet in diesen 
immer für eine iiberall eondensirte. nicht-abzählba ® & \Menee statt > 
Wenn dagegen in der e-Reihe von einem gewissen » an nur Nul 
und Zweien vorkommen, so wird limÜ, immer bestimmt und zrösser als 
Aber f_(x) hat nicht immer denselben Werth. sondern kann unbestimmt 
sein. In diesem Falle haben nämlich zwei conseeutive Annäherungeswerthe 
<, und S,,, an x die lage der oben mit z, und x, bezeichneten Abseissen. 
Diejenigen, welche z und x entsprechen, seien (wie in den orıeen Para 


graphen) &,;, und S. Bei diesen Bezeichnungen ist zufolge (136.) fü 


c(1) (#4) . 


>ol . 5, S, 
| | . 5) ) | re 
139.) lim — er limim,(2—® lim|U,'.(2—lime () 
n—% so+l S 
Wenn also &,,;—&,., unendlich klein von derselben Ordnung wie 3 : 
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‚oder höherer Ordnung) ist, so wird (da x <Z &/,,) auch 


ni?) — Y EA) 
lim —* Er 0 für 1>1lm[(&.,—EP):(&E.,—EW) >60, 
x L\ 1 /J 


(A) =—— o+1 - oh >p 
und somit f_(x) unbestimmt (s.$ 9). Aber die erwähnte Bedingung in 
Bezur auf E; ‚—S,., Kann man (ganz wie im $ 9) dadurch erfüllen, dass 
man in der &-Reihe nach den resp. Zweien hinreichend viele Nullen folgen 


lässt. Es ist in der That zufolge (126.) und (131. 








i ur 1, er i 
- ol »r, I 
Z—t u, 
140. 
.) 
= e (1) ag vr ! gt E 
ben) .- ) 30 fr & >; i > 
e' 2a u,) 
tolelieh 
2% Dt 
& & & & 
2 2 ! H > > ? 9 
ij 
141. 
| I —ı &, & 
22 —r 7 2 
1 . . Ir7 6 | 4 » Yyy% » fi u. + u. } » yı4% = \ I 1 ) T 
wo s eleich der Anzahl der nach & 2 folgenden eonseeutiven Nullen ist, 
und also 
' oo 
de > ? „ 
{ .) nn > r 
So+17 8,1 Un.z 


+ 


Dieser Ansdruck bleibt endlich. wenn man s mit » so varliren lässt. dass 


a,.2° oberhalb einer positiven Grenze bleibt, was jedenfalls möglich sein 
muss (aber selbstverständlieh voraussetzt. dass die Anzahl eonseeutiver 
Nullen keine endliche obere Grenze hat). Die Unbestimmtheitsstellen für 
f (x). welehe auf diese Weise entstehen. sind überall eondensirt und nieht 
abzählbar verel. oben). Analoe tür / 1, die Unbestimmtheii erfordert 
unendlich viele eONseeutive Zweien. Und da selbstverständlieh die Un- 


bestimmtheit von f_(x) nieht ausschliesst, dass eonseeutive Zweien in be- 


liebisver Anzahl auftreten sowie aueh nicht. dass auch endlieh bleibende 


Nullengruppen auftreten), und vice versa für f, (x), so ist es denkbar, dass 
/_(x) und f(x) gleichzeitig unbestimmt werden. 

Andererseits ist es für die Bestimmtheit von f_(x) hinreichend, wenn 
auch nicht nothwendig, dass die Anzahl conseeutiver Nullen endlich bleibt 


immer unter der Voraussetzung, dass von einem gewissen » an nur Nullen 


') 


und Zweien vorkommen). Denn in diesem Falle ist. wie eine leichte Modi- 


SEE 
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fieation von (140.). (141.) und (142.) zeigt. 


143) im =, und also ling = 
also zufolge (139.) für S{’ & E 

144. AL. ABEL ke 0. 
und dass dies auch für 5 5 eilt. folet daraus ir dies. 
Strecke einerseits 

im? ER ed 0 
ist (denn /f,.,(2)—Y,(xz)| hat seinen Maximumwerth fü: 
lım >) = n > 0 für g 

nach (133.). Analog für f;(e). Und wenn sowohl consee 


als auch eonseeutlive Zweien in endliechbleibend: ' Anzal Al 


| ; e 5 4 * 1 ‚ m ” 
(2 und / x) beide bestimmt und tmter elnande ’Ielenh nen 
x-Mengeen, für welche f_(xz) bez. f. (x) bez. beide bestimn 
je eine überall eondensirte und nicht abzählbare Menge (s. ob 


Auch wenn für beliebie OTOSSeE 2 SOWON 
/Zweien ın der e-heihe vorkommen. kann auf die oben besch 


Unbestimmtheit fü / un oder / Un eintreten aueh We! { 


bestimmt ist. 


Wenn dagegen von einem gewissen » an nur N | 
vorkommen, so wird f_(z) immer mit lim U, bestimmt, zufolge 


ebenso. wenn nur Einsen und Zweien niemals aufhören, wei 
heit ja das Auftreten von (sogar unendlich vielen) eonsecı 
fordert. Für f.i2 ojebt 133.) die Bestimmtheii Wi 
Zweien niemals aufhören: und sie folet auch aus der A 


/Z;weien. 


Die Entscheidung darüber, inwieweit die Derivirten bestimmt sein 
können, obgleich limm, unbestimmt ist, ist von geringerem In se, da un 
abhängig hiervon, wie wir gesehen haben, sowohl Unbestimmtheits- als 


Bestimmtheitsstellen jedenfalls vorkommen müssen (die Unbestimmtheit von 


1 . + \ 
ı eintreten 


limm, kann ja übrigens nur für lım/q 
Die unter unseren jetzigen Annahmen entstehenden stetigen Fuı 


Q : 
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tionen f(x) haben also folgende Eigenschaften: Für eine überall condensirte, 
abzählbare x-Menge ist f(x) bestimmt und grösser als VO, f,(x) bestimmt und 
kleiner als V, oder umgekehrt, und diese Stellen sind somit Maximum- und 
Winimumstellen: für gewisse überall condensirte, nicht-abzählbare x-Mengen ist 


’ 


f(&) = f,(2)>0 bez <O; 


! 
. 


für eine andere derartige Menge f_(x)=f,(z)=0; und für andere Mengen 
derselben Art f_ (x) oder f(x), oder beide unbestimmt. 


Beispiele: 





| n / l 
| ) r, = ]1- u ® (® 
! n-+1)° I n+1 \ n+1/ 
| 17 EN 
De ») . { En . ; . 
145. 2 D, ) 1 + EEE Te 5 \.=5 ): 
\ : | £ n \ 
7 } e".,. q4.=- (®, 
. I n+1 ‘ n-+]1 


Die unter unseren obigen Annahmen unvermeidliche Unbestimmtheit 
der Derivirten an gewissen secundären Stellen, beseitigt man vielleicht am 
einfachsten dadurch, dass man auf geeignete Weise die Anzahl der zwischen 
zwei in S, eonseeutiven Abseissen bei dem Uebergange zu $S,,, inter- 
polirten Stellen, anstatt sie constant (gleich 2) zu nehmen mit » in infinitum 
wachsen lässt wie es in der 'T'hat Köpeke, Math. Ann. XXIX (s.$ 1), 
versucht. Einige nähere Betrachtungen über diese Frage werde ich an 


anderer Stelle veröffentlichen. 


Bemerkungen zu $ 2. Die als Stetiekeitsbedingung angegebene 
Kndlichkeit und Bestimmtheit von limy,, bei gegebenem Werth von lim«,_ 
S. 3) ist in Bezug auf die primären Stellen so aufzufassen, dass, wenn 
lim, = x, ist, limy, unabhängig davon sein soll, ob die Annäherung an 
r. wirklich in infinitum fortgesetzt wird oder ob von einem gewissen » an 
alle x, = x, sind; es soll mit anderen Worten limy,, = y; sein, was nicht 
daraus folgt, dass lim y, bei jeder wirklich unendlichen Annäherung bestimmt 
ist (und also aueh für alle solehe Annäherungen einen unveränderlichen 
Werth erhält). 

5.5 Z. 15 und 16 ist statt „punktirt unstetig“ zu lesen: „total“ oder 
„punktirt“ unstetig. 

Lund, 1896. 





Sur les trajectoires isogonales des generatrices d’une 
surface developpable. 


Paı \] Gemimano Pirondin: | 


1 


L. 


Bi la theorie des lines A double eOUrDN 
demonstration de la propriete sulvantı 

„Lorsgu un ECONE et un ceylındr: St coupent sutivanli 
( helicı eylindro-conique ). le eöne est de rerolution el Ad 
eylindr: est une spirale logarithmigue N 


I) 


Uependant eette Interseetion n est pas la seuie 119 
telle propriete, puwisquil vy a d’autres helic 
partie finie ou infinie de leur etendue. peu | 
heliees conIques. 
Voiei un resultat assez remarquabl: | | 


aux recherches des eeometres 


SOIlent; ri U. Zu IeS OOTUAONNE: - { 11} LE 


A double eourbure E rapporlee a un sVsteme daXes 


est 0: H le ravon veecteur 0) 


ey, 
£ 
— 
5 


le plan eoordonne x 0): s lare de L 


Si l’on desiene Pal d et 2 les ini linaisons di j 
du evlindre et du eöne,. on a les eonditions 
z ee EPOSH j ; sta] 
L. 
Hl ha 7 s IS 
dou Von tire: 
2 Rh (eos? — eosÖ)s I heosH 
Voir par exemple: YVieille ('omı \ vs nn. =7 P Ss, \ 


. “ 


theorie des lienes a doublı urbu 
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1 * x 


Or une ligne a double courbure quelconque est definie par les &quations: 


l u + 2 £ i | (R'? N 2\ 
3) z=R.cos/- = Er 2. y= R.sin /) . pP, 
| 


p(s) etant une fonction arbitraire de Vare s. Si done on porte dans ces 
egalites les valeurs de z et de R, on definit une ligne de l’espace L qui 
est a la fois une helice du eylindre projetant la courbe sur le plan z = 0 
et une helice du eöne projetant la courbe de l’origine ©. 

la determination de L peut etre effeetuee au moyen de la ligne 4: 


dans ee eas Il est utile davoir lexpression du rayon de courbure o de 


ette ligne 7 en fonction de son are 0. A ce but remarquons que si Von 
suppose p(s)=0, dans les Equations (3.), on obtient les @quations: 


> / 


e»—=R.cos / ) RT ds, y=R.sin/ | : RT ds, 
? t 


donnant les coordonnees d un point queleonque d’une ligne plane. Le rayon 
de eourbure d’une telle ligne est done lie au rayon vecteur issu d’un point 


fixe par la relation: 


kRyl—R 
> Br’. BR 
N] lon remarque que: 
Ö 
$ - 
sın d 
la formule (2.) donne: 
ens"? cos d INhcosH 
9. Rh | 0 a5: 
sın" d sın d 


sı done on porte cette valeur de R dans lequation t.), on trouve: 
er cos’? — cos’d 2hsınÖcos d h’sın“d 
5) () i 0 > er 
sim? sın & sın ? 
Cette equation definit Ja ligne -7 dune maniere unique, ce qui entraine la 
determination de la ligne Z. 
l,orsque A= 0, Vequation (6.) definit une spirale logarithmique, et 
l’on tombe sur le cas eonsidere par les geometres; la ligne L est a present 
Uheliee eylindro-eonique ordinaire. 
Cherehons si, entre les lignes (6.) il y a des courbes eyeloidales 
eveloide, hypoeveloide, epieyeloide). Kemarquons d’avance que pour ces 


eourbes le coefficient de 0° doit etre negatif. UCela pose, pour la eyeloide 
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on doit avoır: 


ce qui ne peut pas arriver. 
Ponr Ihvpoeveloide ON doit Avon 


3 2’ 


eondition une peut pas eire verinee. PUulsau elle econd 
POS f} } 
) 1r 2. } RT 
Pour l'epieveloide on doit avoiı 
e()S 2? OS f} J 
4 . | 7 
et puisque la deuxieme condition es | 
J J 
{ U’OUTDES CHCIONUATOS N } ‘ At { { { { 
J J j 1 f j 
J BIiE (] elındrt BERETE } 1»! / JH (ti j 
E Y} 1 ı 71 4 } 
4 ; 
un KIRTE de (Iit)] en heot NH 
l ) “ {} 
{ In ‚) \ 
lie oO} | IPA 
' . 
{ I N N wi. { N n 
\ j (1 ) 
| 
( i tl | 
} ıi 37 I | 
| 0 l 
Er I) ( } { 
1) (, 7) 
’ı 1° did +) 
x 2 
Rh 
er { u 11 vr \ Li‘ ll 1) 2, 
Un dot cepenuant Tremarqu le 10 Ne - j 
] } i ; 
IC SUOMIMET uU Cone, & II Cenziri dit ‚)) 
|, . pr 3 } } 
le evlindre et le eöne ont une telle posi 
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effective L ne peut pas eontenir le sommet du eÖöne, car aucune generatrice 
du eylindre ne peut passer par ce point. 

Pour les autres courbes, que l’on obtient en partant de l’&quation 
b.). subsistent des proprietes analogues. 

On eomprend done qu’on ne peut pas appliquer a nos lignes la de- 
monstration ordinaire, puisque celle-ei est fondee sur la supposition que le 
eylindre coupant le eöne passe au sommet de cette surface. 

Les resultats que l’on vient d’obtenir nous autorisent a dire que la 
denomination dhelice cylindro-conigue w’appartient pas a une ligne unique, 
mais proprement a une famille entiere de courbes. 

Le rayon de courbure oe, et celui de torsion r, de ces lignes ont 
les expressions earacteristiques sulvantes: 


0 | 4; ' h’ 

0 — - j | cos. cos OH)" +2hc08sd.s— —— . 
> sın "Od sın #sın? sın“? 

0 | 2 h’ 
— | COS? — cos As +2 heosd.s 

sın cos d cosdsın? sın“? 


Pour determiner la nature du eöne contenant Vhelice Z, coupons 


cette surface par une sphere de rayon 1, ayant le centre au sommet. Si 


l 


l’on a recours aux &galites (3.), on trouve que la ligne d’interseetion Z 
est definie par les equations: 
Rh " Vsin’0 — R'’ 
r . COS ds. 
s,C0s% 5 | R 
h . /Vsin’0— R' 
) -sın (ds. 
Y 5s,cost J R 
sC0osU - h 
„ i scos? 


Dans l’helice eylindro-conique ordinaire on a h=0 et consequemment 

5, = eonstante; done, dans ce cas, le cöne est de revolution. 
l,@limination de s entre les egalites (1.), (2.) conduit a l’equation: 
cos"? — cos’ d 


| \e_ 2 » = \ i ) 
gg h R’+2h(z+h h‘, 


PR 


ce qui demontre cette propriete remarquable: 
„Une helice ceylindro-conique, dans la rotation autour de la droite qui, 
passant au sommet du cöne, est parallele aux generatrices du eylindre, engendre 


une surface de deuxieme ordre“. 





wer 
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Dans I’helice eylindro-conique 
de rotation se reduit a un Con, 
lL,orsque l’helice est tracde 
une developpante de cerele. nn aA 2 7 


un paraboloide. 


une helice de deux eönes 

l,e sommet «un des Cone 
et le sommet Y de lautre eön 
premier. So1t I, 1A 1ene A 


Puisque, Aapdles le de OoNlemi 


[, doit se reduire a des spirales a 
# 7 
Da 7 
s elanl ı ale de l.. Zi 65 37 | n 
ONEes. m une ceonstante arbıtr: 
en: RER 
.l1MINONS AdADOTrd N 7 Z 
NOUS HONNE 
(} n 
a. b, e etant defnis pa es eralite 
IV), A 
.lıminons ensuite z entr: S 


l,es equations =. tun, 
(Jue l’on suppose de deroule 
la lione L sur le plan eoordonne z 


transformee de ZL) est definie 


DA IeS Ad 


Lz Pr Z «Ss hs DB; 








desicne en effer par 0 


® 1 
mMıinatıon de 4 


06 Pirondini, sur les trajectoires isogonales des generatrices d’une surface developpable. 


Kt 


A 


1 Ts 


puisque ces Equations apres deux de 


trouve que le rayon de courbure 0 


Be par l’equation: 


it diei que la ligne plane Z 


cle eenerateur est 


determination de la section droite A 


N) | N 
sur 1e pian Z 0), 


peut seefteetuer ä 


lare de A. on ti 


rıvations suecessives. donnent: 
ta(as-+b) 
Y1—4(as-+b)‘ 


de Z, est exprime, en fonetion de 


est une eveloide, dont le Yayon du 


OS, 


du evlindre qui projette la eourbe 


l’aide de ’equation E23 Si lon 


BHVe; 


sur laxe des 2°: e@i 


do sinw.ds, 
etant lInelinaison de la tangente Aa /Z, 


puisque: 


dz 
COS [ash 
ds 
CONSEQUEMMERT: 
sin | ] | udSs—- b 
sul 
do ] l(as--b) ds. 
ı par integration: 
s | 
Lu h Y1l—4(as+b ‚„ aresin D’as-+b 
A A 


ant une eonstante arbitraire. 
I,elimination de s entre 


eu4uatlon: 


ravon vecteur Rh et 
sans aueune ineertitude. 
En effet,. si l’on resout l’equation 


la valeur de R dans l’equation 4.), 


les equations (11.), (13. 


lare o de 


donne orieine X 


0) 


A, ce qui conduit A la deter- 


14. par rapport A R ei yue l’on 


on obient, apres le developpement 
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des ealeuls: 


U etant le symbole «dune Tonectlon conm! 
l‚a ligne plane A est done deter 

Uonsequemment: 

u ya des lıqna s di lespacı Jonıssantl ı f 


de deur CONES”. 


E.; bu (! . - 4 
1,d CONSTFTUCTION TeVient 4 G] YILıa 
. ) 1 4 y . ' . 
Iy 4 \ 4 1y 4 4 
GViindre dont la Section drolte est la « 
er . . 
1 10on elımıne s entre les equatıoı 
#- : z 
| ) # | 7 Zu { Yu 2 { 
1} 4 4 
Gelle-C1 Tepresente Une surface 
i 
eourb: NETFIUIENNE N CPTESENT« 
a 
LO d|- # 5 
1 |’ 
N A (ION«G Li It ()’eTMt 
Li $ hhanı \ (/114 )IıSsen! { 
m} ] ] X PN! 
EÜONES., dans (1 rolalftı 7 sıntı ) (fi , ‘ir: f 
a surface du qualrıem: rdr nl 
"equation (16 
»3 j ‚1 Gllld IIke \ w 
au sVsteme des eqauatıon { | 
l,or (ft THIK liqne IrAacet / j f 
I 1 J ’ 
UT ft LICH d in { / Pilt S/ (11158 / { 
(})n DeTi Tee!O01 ] 1 ( 


racteristigque seulement dans’ı 
Un pourralt, a lLalde des eüuatlons 
et. par lan 


y 


determiner la nature des eönes dont ces lienes 


as particutiers. 141 VIUIC UE [a S 


r@eduit alors au deuxiecme. et eela arrive lors 7 
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A) Soit a=V (d’est-A-dire d, =). 


Puisque les equations (12.) deviennent: 
3, =2bs-c, &,=YV1-4b".s, 


la liene Z,. transformee de /, est une droite et Z est une helice du eylindre 
projetant la ligne sur le plan eoordonne 2 =. 


L,’equation 11.) se reduit a: 


17. Rh Y(eosi—4b)s+4be.s— cc 


et on peut toujours identifier cette expression de R a celle donnee par 


'’equation (2.): il suffit pour eela de verifier les conditions: 


| 10 


COSsH 2 


> 


Kit Duisque Ges Eequatıons NOUS UONNENT: 
> En 2 oh .); 


N z IA 
cos "od cos” cos ’d— cost 


on a le theoreme remarquable: 

„It Uume ligne a double conrbure est une helice dun eylindre et dun 
| le est aussi une helice d' [re cöne. Les generalrices rectilignes 
cone, etltt es dUSSe UN etice dan autre CONE, LES GJEREFALTICES TECHLGNES 


r | ]* .. 
de ces deur cönes coupent l heltice sous des angles CQAUX . 


Kemargue. — Lorsque h=0, ona k=0, m=0 et le deuxieme eöne 
eoineide avee le premier. 
I . " ] NMCOS? i i 
L,OTSQUE / N). ia Iormuüie COSH — ((ONNEe m - l; et eonsequemment: 
Ü U, COS? 4 Y COS? COSO — (), 


En force de ces resultats, l’equation (17.) donne R=V0, ce qui ne 
jeut pas arriver. 

Done: 

„Lhelice eylindro-conique ordinaire et celle placce sur un cylindre dont 
la section droite est une developpante de cercle sont les seules lignes de cette 
famille de courbes qui ne peuvent pas etre des helices d'un deuxieme cöne“. 

b Soit b= U (eest-A-dire m U 

l,equation: 


LS. a(s 


UN 


CH C)Cos°:. 


Z - 


a laquelle se reduit l’equation 16.). represente un eerele. 





le 
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On a done le theoreme 

„Lorsgu une ligqn« raccı su] TEIX 
elle est (dUSSste UN helice d un anudlr: CORE 

Allons maintenant resoudre le nı 

„Determiner une ligne spheriqu: 


helice conique“ 


DOM I, T. U. 3 uUl1G 11ene (UGCICO] 
eoordonne 2=0: si R., u sont les «00 
\ v \ 
|orıeIne Q des axes etant le pöle. 0 

19 i ’ı / j 
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(VD Pirondini, sur les trajectoires isogonales des generatrices d’une surface developpable. 


l,a courbe meridienne de la sphere est representde par l’&quation: 
®+(-h’ = r; 
celle-ei, comparee a l’equation (18.) donne: 
cos’? \ C.cos”? 
2h , r—h= 
d da 


et, a cause des valeurs 10, de a et ce: 


] Ye . r . 
5->; A GUOS? = GO>S?. 
h h 


On a done le theoreme: 

„Les equations (19.), dans lesquelles p est donne par legalite (21.), 
definissent les lignes placees sur la sphere © +y-+(z—h) =r qui sont des 
helice 5 de deux cones. 

L’un de ces cönes a le sommet ü Forigine des axes, Tautre sur laxe 
des z a la distance | du premier. Les inclinaisons it, i, des lignes sur 

ft j 
les generaltrices du premter et du deurieme cöne sont lices entre elles par la 
el 


relation «08? - Cos?.” 
N \ 


4, 


On sait que les trajectoires isogonales des generatrices d’une surface 
developpable a eöne direeteur de revolution sont des helices eylindriques. 
Je me propose iei de voir sil y a d’autres developpables jouissant de la 
meme propriete. 

Soit S une surface developpable, Z larete de rebroussement et Z, 
une trajectoire isogonale des generatices. 


Soient: 


x, 9, 2), COSa, cos), c08Y), (coS4, COSUu, cosrv), 0, 8 m 
les eoordonndes d’un point queleonque A de Z, les cosinus direeteurs de A 
la tangente et de la normale prineipale de cette courbe, le rayon de cour- | 
bure et lare. 

l,es eoordondes &,, Yı. 3; du point A, de Z, qui correspond au point 
I de ZL sont: d’ 


xt, = t+Heoso, etc. 


H etant la distance AA. 
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On 4: 
/l 
22, COSH — POSG 
H 
} 
Puisque l’equation: 
ix % H: 
aDpres une derivatıon Dar Tappo (O0 
| I ! 
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Is | 
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Dailleurs l’equation (22.) donne origine A l’autre: 


2. 1+-H u cot®: 


( 


et sı l’on divise les @quations (24.), (25.) membre A membre, on obtient: 
26. 08? = cos#cos Y+sındcosr. 
On peut done remplacer les &quations (22.), (23.) par les autres 
29.), (26.). Liintegration de l'equation differentielle lineaire et du premier 


ordre (25.) peut s’effeetuer sans peine et donne: 
a 
ul: H a— [e ds e 


a etant une constante arbitraire. 

Il nous ne reste done que de verifier la condition (26. 

A cet effet, remarquons qu’on peut exprimer les eoordonndes x, y, 2 
dun point queleonque d’une ligne A double eourbure en fonetion de lVare 


par les equations: 
IS. 2 S /sing.cosw.ds, Y /sing.sinw.ds, Z / eosy.ds, 


p et y etant des symboles de fonetions arbitraires. 


Puisque ces equations nous donnent: 


1 | ‘ 
Y "+Ssın’g.w 
G 
| R | \ singp.g' 
COSY & COS: COSVY = 02 


Yy’’+sin’p.w' 
la substitution dans l'equation (26.) conduit a l’egalite suivante: 
\sin’0.sin’g COSVCOSP — Cost) 
sing cos Jcosg cos? 
et celle-cı, apres integration, donne: 


/ Ysin“0sin?g (cosPcosg cost)" 
sıngy (COS Ucosg — COS? 


do. 


29. v 


la surface developpable S soit A eöne direeteur de revolution. La 
ligne L est, dans ce cas, une helice eylindrique; on peut done supposer 
cosr =, et la condition (26.) se reduit A lautre: 
cos? 08H cosY. 
Gelle-ei est verifiee par identite. 
En effet du centre O d’une sphere de rayon 1 menons les rayons 
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Theorie der linearen Strahleneomplexe im Raume 
von r Dimensionen. 


Von Herrn 8. Kantor. 


h 

Rs hat zwar der natürliche Weg die Geometrie von den Punkt- 
eebilden zu den R,- und M,-Gebilden*) im AR, geführt, aber die Geometrie 
des von AR, gebildeten Raumes erweist sich auch als praktisch erwünscht 
und unerlässlich. Denn schon die Theorie der algebraischen {und transcen- 
denten) Punktmannigfaltigkeiten im R, wird in manchen Theilen schemati- 


seher und vollständiger dureh die gleichzeitige Betrachtung der (seraden- 


complexe, welche sich ihr aus der algebraischen Invariantentheorie oder 


aus der Differentialgeometrie als ihr inneres Wesen kennzeichend zuordnen. 
Voraussichtlich steht den AR,-Complexen im AR, eine ähnliche Bedeutung 
bevor. Schon für die linearen Complexe, welche für Complexe höheren 
(Grades dieselbe Rolle spielen wie die Tangentialebenen für die Punkt- 
flächen, lässt sich das behaupten. Ich erinnere an die Tangential- und Polar- 
complexe und die hier erscheinenden linearen Systeme**), Auch die 
Mechanik im AR, dürfte eine Förderung von den linearen AR,-Complexen zu 
erwarten haben. 

Der eigentliche Impuls zur nachstehenden Arbeit wurde mir aus 
meinen seit 1580 unternommenen Untersuchungen über lineare Systeme 
von Collineationen, Correlationen und quadratischen T'ransformationen, worin 
die linearen Complexsysteme vollständig enthalten sind, wobei aber in jedem 
Punkte die Theorie der linearen Systeme von Correlationen im R, sehr viel 
reichere Ausbeute an geometrischen Sätzen liefert als die von ihr ab- 
hängige 'T'heorie. Von den beiden speciellen linearen Correlationssystemen, 
welche im gesammten x"*" Systeme als „ausgezeichnet“ enthalten sind, 

Unter R; ist immer ein linearer Raum von. i Dimensionen, unter M; eine Mannie- 
faltigkeit höherer als 1. Ordnung und von ö Dimensionen verstanden. 

Plücker, Neue Geometrie des Raumes 1869. — F. Klein, Math. Ann. V. Bd. 
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x" Mannigfaltigkeit ausscheiden. Diese soll ein ©"R,-Complex heissen. 
Die erwähnten Bedingungen bewirken, das von den «+9 — x”, durch 


= in den Complex gehen, 


einen allgemeinen Punkt O gehenden AR, nur x 
welche dureh den Schnitt mit einem R,_, zu untersuchen sind, in welchem 
ein oo*'” R,_,-Complex entsteht. 

Theorem I. Die in einem allgemeinen R,_, enthaltenen R, eines x'R;- 
Complexes I' bilden daselbst einen x" R,- Complex. 

Denn I’ entsteht dureh Hinzunahme von ö,—% Bedingungen zu den 
sämmtlichen AR, des A, und dieselbe Anzahl wird den A, des AR,_, auferlegt, 


nicht . . Bi . 
übrig bleiben, was eben x" ist, 


en) 


sodass von diesen nur x 

Corollar. Die in einem AR,_, enthaltenen AR, von I' bilden einen 
so=ttD" Complex. 

Wenn /' durch eine einzige Bedingung ausgeschieden, also k=i,—1 
ist, so werde ich ihn einen vollständigen AR,-Complex oder kurz einen R;- 
Complex nennen. — Wenn dann die in irgend einem A;,, enthaltenen A, durch 
einen Punkt F laufen, so soll der Complex linear heissen. Diese Definition 
hat zur Folge: 

Die in irgend einem A,_, enthaltenen A, eines linearen AR,-Com- 
plexes bilden daselbst wieder einen linearen Complex. 

Als einen linearen »"R,-Complex bezeichne ich den Schnitt von 
i,—hk linearen AR,-Complexen. Von ihm ist in einem A, ein linearer 


x WR,-Complex, also in AR ,„ sind einzelne A. 
. +1 


2. Theorem II. Jeder x" R,-Complex bestimmt in i+1 allgemein ge- 
gebenen R,_; eine (i+1)-grediente Punkt- Punkt... verwandtschaft. 

Ich bezeichne als (/+1)-grediente Punkt- Punkt... verwandtschaft unter 
/+2 Räumen (oder Mannigfaltigkeiten) AR, (oder M,) eine Verwandtschaft, 
vermöge deren / willkürlichen in / beliebigen der +4 Räume angenommenen 
Punkten eine Anzahl bestimmter Punkte in jedem der A übrigen Räume 
angehört. Analoge Constructionen solcher Verwandtschaften mittelst Com- 
plexen von Mannigfaltigkeiten von M, sind leicht zu bilden; die Frage 
nach der allgemeinsten Entstehung und Definition derselben bedarf aber 
einer neuen Erörterung. Der Begriff ist noch weiter zu verallgemeinern 
auf solehe (Z/+4)-grediente Verwandtschaften unter den Punkten von /-+4 
Räumen, wo / willkürlichen in Z der {+4 Räume angenommenen Punkten 
in jedem der übrigen Räume nicht nur eine endliche Anzahl sondern 


F 


St 


0 


wi 


Ze 
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x’ Punkte entsprechen, welche eine M,;, bilden. Es ist dies ein 
alleemeinerung der von S. Lie Math. Ann. Bd. V. 8.159 als » Arten Plückeı 
scher bezeichneten Verwandtschaften. 


A 


Der Beweis von Il folgt nun daraus, dass nach Annahme von i 


Punkten nieht mehr der @-+1)-te Punkt im (i-+1)-ten R willkürlich ist. 
kır unterliegt ) h Bedingungen und wenn r—i ) k, greifen dieselben 
zurück auf den i-ten R ia sodass auch schon der Te Punk N1C] will 
kürlieh ist, und wenn ©, —k > A(r—i), so ist auch der Punkt im (Gi -+-1-%)-ten 


R,_, nicht mehr willkürlich und es sind zu je ©—4 willkürlichen Punkten 
in den ersten d—4 R, In jedem anderen R eine Anzahl oder ein Ort 
von Punkten eonsequent. Umgekehrt ist wahr: 

Jede I-grediente Correspondenz unter i+-\ R bestimmt durch 
Verbindung entsprechender Punkt-(i+1)-tupel zu Räumen R, einen 
h,- Complex. 

Die Dimension des Complexes erhöht sich, wenn die Correspondenz 
statt einer Punkt... Punkt-, eine Punkt... Curvencorrespondenz ist ete. Di 
Ordnungen des Complexes auch in dem Falle, wo die Träger M,_, sind, 


sollen anderwärts bestimmt werden“ 


Theorem III. Die durch einen Punkt gehenden R, eines linearen 
x" R,-Complexes schneiden einen Rh in einem linearen x hi,_,-Complexe, 
die durch R, einen R,_,_, in einem x | R._,_,-Complexe. 


Denn nach der Definition in 1. ist dieser AR,_,-Uomplex Schnitt von 
i,—k Complexen, welche Schnitte des R,_, mit den durch © laufenden 
R, aus AR,-Complexen sind. Ein einzelner solcher Schnitt hat in einem R 
des R,_, einen vollständigen Bündel von A,_, eines Uentrums A, weil in dem 
R;,, durch OR, die R, des Complexes, welche in O laufen, durch eine G« 
rade OF gehen (Def.), welche eben AR,_, in A schneidet. 

3. Von den AR,-Complexen sind namentlich jene als ganz singuläre 
oder specielle zu bezeichnen, für welche (ohne dass der allgemeinste Fall 
es verlangt) eine Mannigfaltigkeit besteht, die von sämmtlichen A, des 
Complexes in einem oder mehreren Punkten getroffen wird**) So bilden 


alle R,, welche eine Mi} treffen, einen x -Complex, dessen Ord- 


*) In meiner Abhandlung über /-grediente Verwandtschaften. 
**) Dass es im AR, nicht richtig ist, solche Complexe als ohne Focalvarietät zu b« 


zeichnen, zeigt Herr Sturm in der Festschrift der Math. Gesellschaft, Hamburg 18%. 
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nungen“) anderwärts angegeben werden sollen. Statt dann aus einem 
solehen durch Hinzunahme weiterer Träger M, niedere Complexe aus- 
zuscheiden, kann auch mehrfaches Schneiden mit einem gegebenen M; ge- 
fordert werden, ebenso das Hindurehgehen durch unbestimmte Curven oder 
M, eines gewissen in der M, enthaltenen Systemes. Insbesondere folgt also 
aus der Definition des linearen Complexes: 

Theorem IV. Die sämmtlichen R,, welche einen gegebenen R, in 


. > . . . / r(i—h) 
einem Ri, treffen, bilden einen linearen x 


-Complex. 

Kine etwas allgemeinere Ärt entsteht, wenn man die R, des Th. IV 
nicht nur in einem 7, sondern über den ganzen AR, hin in bestimmter Weise 
varliren lässt. 

Theorem V. Die sämmtlichen R,, welche von einem gegebenen 


‚ 5 . ° . k+-f{t ) 
x'R,-Compler irgend einen Ri, enthalten, bilden einen x 


-Complex. 

Corollar. Ist der R,-Complex linear, so ist doch der R,-Compiex 

nur unter bestimmten Annahmen linear. Die Dimension k muss jedenfalls 
h, sein. 

Theorem VI. Die sämmtlichen R,, welche 4 gegebene R,, ..., R, 


je in einem Punkte schneiden, bilden einen linearen & R,-Complex, wo 


k = i,— I (r—l1):(i+1l). 


Denn derselbe ist der Schnitt von A-Complexen, welche je nur einen 
R,. ..., R,, als Focalraum haben und jeder dieser ist der Schnitt von 
r—1\): (i+1)-Complexen, von denen jeder einen A,_,;_, als Focalraum hat, 
vorausgesetzt, dass diese R,_,_, sich in dem AR, durchschneiden. 

Theorem VH. Die sämmtlichen R,, welche % gegebene R,,..., R 
je in einem R,, ..., #t,, schneiden, bilden einen x’R,-Complex, wo 


= Sun, AT, 


Dieser ist der Schnitt von 4 Complexen der Art des Theorems IV, 


Jeder ist der Schnitt von ö,—(h,, +@-1),_,_,) vollständigen Complexen, 
daher sind insgesammt 4,—(...) zum Schnitt zu bringen. — Es könnten 


auch A, =/, sein. 


4. Eine andere Art, um AR,-Complexe zu construiren, ist die, dass 


Ueber die Gradzahlen eines R,-Complexes sehe man H. Schubert: „Lösung des 
Charakteristikenproblems“. Jedes seiner „Grundgebilde“ ist ein specieller linearer R;- 


Complex. 
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man in jedem AR, eines ’R,-Complexes in irgend bestimmter Weise einen 


»o"-Complex festsetzt, was einen »'*"-Complex giebt d < 
Sind ferner oc, x, .„.., © *-Complexe von R,,..., R,. zereben 


und verbindet man alle R, mit allen R, ete. mit allen R, dureh je einen 


Rz,;,_,, so erhält man einen ©" -Complex, wenn jedesmal &’R; 
durch die AR, gehen. 


Aus der ersten Construetion folgt insbesondere: Nimmt man in den 


x'H"R,_, durch einen R,_,_, in bestimmter Weise je einen x It, -Complex, 
so erhält man einen UV) x R.-Complex 
S 2 
) G / 


l. Theorem VIII. In einem linearen R,-Complexe erfüllen die sämmt 
lichen durch einen R,_, gehenden R, einen R 

Denn dieselben schneiden einen AR in Punkten eines linearen 
Punkt-Complexes, das ist eines R,_, , und dieser mit dem Axen-A,_, ver- 
bunden liefert den AR,_,. Ebenso folgt aus der Definition des linearen 
x" R,-Complexes als Schnitt von linearen AR,-Complexen: 

Theorem IX. In einem linearen x hi,-Complexe erfülle n dıe sämml- 
I) 
4 


lichen durch einen R,_, gehenden Ri, einen linearen RK 

2. Es ist ferner eine sofortige Folge, dass, wenn zwei Strahlen 
eines linearen R,-Complexes sich schneiden, das ganze Büschel dem AR 
Gomplexe angehören muss, und wenn 3, 4, 5 Strahlen des Complexes einem 
R, angehören, die ganze durch sie bestimmte Regelschaar, Congruenz ode: 
der lineare Complex dem AR,-Complexe angehören muss. 

Wenn zwei AR, eines linearen A,-Complexes sich in einem R, 
schneiden, so gehören alle A, ihres Büschels dem Complexe an und wenn 
es möglich ist, durch eine gewisse Anzahl A, in einem AR, einen linearen 
R-Complex zu bestimmen, so kann jene Anzahl von A, nieht in einen R 
fallen, ohne dass der ganze durch sie bestimmte A,-Complex in dem Ge- 
sammtcomplex enthalten sei. 

3. Nach VIII ordnen sich die R,_, den R,_, so zu, dass zu jedem 


R,_, ein R,_, gehört, also zu jedem AR,_, e""""”R,_, gehören, welche 
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in ihm enthalten sind. Wenn auch nur ein R,, der ausserhalb des R,_, 
gelegen ist, diesen in einem jener R,_, schneidet, so müssen wegen No. 2, 
alle dureh einen solchen AR,_, gehenden A, des R, dem Complexe 7’ an- 
gehören. Die AR, von Z' durch O schneiden R,_, in einem x" "-Complexe 
von R,_, und dieser hat mit jenem a’) R,_, gemeinsam. Ich nenne 
nun einen Ä,_,, dessen sämmtliche AR, dem Complexe /' angehören, einen 
singulären Zt,_, desselben. Also wegen 'T'heorem I: 


re A 5 RR 


Theorem A. Jeder lineare R,- Complex besitzt einen x 
pler von singulären R 

Indem ieh die Eigenschaft des A,-Complexes, im R,, stets einen 
singulären Punkt, dagegen keinen im R,,,, zu besitzen, aus dem $ 4 anti- 
eipire, schneide ich die durch einen R,_, gehenden R, von /' mit einem 
R,_; , und erhalte daselbst einen linearen R,-Complex. Ist dann r—i+1=2g, 
also r—i ungerade, so entsteht ein singulärer Punkt F und der R,_,(FR, 
ist ein singulärer R,_, von 7, ist r—i gerade, so nicht. Also: 

Theorem XI. Von dem Complexe der singulären R,_, des linearen 
It,-Complexes geht, wenn r—i ungerade, durch jeden R,_, ein einziger R,_,. 
wenn r—i gerade, keiner und wenn dennoch einer geht (bei specieller Lage 
des R,_,) so gehen gleich x', welche einen R,_, bilden”). 

4. Das Theorem VIII kann noch anders ausgesprochen werden: 

Theorem All. Ein linearer R,-Complex ist identisch mit einem lineo- 
linearen Connexe unter R,_, und Punkten, welcher die Beschaffenheit hat, 
dass der R,_,, welcher die dem R,_, entsprechenden Punkte enthält, durch 
diesen R,_, selbst hindurchgeht. 

Ich werde einen solehen Gonnex einen (R,_,, Punkt) Ineidenzeonnex 
nennen, was von den Ölebschschen Haupteoineidenzen wohl zu unterscheiden 
ist. Man könnte ihn jedoch auch einen (R,_,, R,) Nulleonnex**) nennen, 
müsste ihn aber dann sehr scharf von den (R,_,. R,) Nullsystemen unter- 
scheiden, welcher letztere Begriff allein etwa durch die bisher vorliegenden 


Untersuchungen von Voss und Sturm gegeben wäre. 


“) Jeder lineare R;-Complex ist also einer von der Art des Theoremes V. 
*) Ich definire allgemeiner als einen vollständigen (R;, R,.)-Incidenzeonnex einen 


solchen, wo der einem AR, entsprechende R,-Complex jenen R; selbst enthält, wenn d =i, 


oder alle R; enthält, welche durch jenen R; hindurchgehen, wenn ® >i, oder alle R, 
enthält, welche in jenem R; enthalten sind, wenn € <{i. Der letztere Fall liegt oben 


im Texte vor. 
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Diese Ineidenzeonnexe (aus All) sind in Coordinaten durch eine 
bigrediente Form in zwei heihen Variabeln dargestellt, von denen eine 
R,_,-, eine AR,-Coordinaten sind. Enthalten jene diese, so verschwindet die 
Form identisch. 

Nehmen wir hier die Construction mittelst der /-gredienten Üorre- 
spondenz aus $1 wieder auf, so erhalten wir: 

Theorem Alll. Unter irgend (+1 R,_, bringt der lineare R, Complex 
eine (i+1)-lineare Form hervor. 

Aber nicht umgekehrt bringt jede (@-+-1)- lineare Form (jeder G@+1 
lineare Uonnex) durch die Verbindung der (@-+1)-tupel zu AR, einen 
linearen Complex hervor. Derselbe ist von der Ordnung ‘+1, die durch 
einen R,_, gehenden AR, bilden einen Kegel der Ordnung i-+1. 

5. Neben AI stellt sich die andere Frage, ob AR,,, im Complexe 
enthalten sind, deren sämmtliche AR, dem Complexe angehören. Die 


Complex-R, in einem AR,,, gehen durch einen Punkt F, und so ist jedem 


F ein Complex von at? VTR,,, durch ihn zugeordnet. In einem 
R,_, ausserhalb F erscheint der Complex x = von Sehnitt-#, mit 
diesen Z,,, und gleichzeitig der Complex der A,, die aus /' auf ihn ent- 
fallen; diese beiden haben Hr 'R, gemeinsam. Wenn aber ein A 


ausser dem Bündel durch F einen weiteren AR, enthält. eehören alle seine 
R., dem 7’ an. Daher sind dureh FRUt9r ' der gesuchten #.,, zu 


rechnen, und indem ich diese /t,,, vollständige R,,, der Complexe nenne: 


Das gewöhnliche Vosssche Nullsvstem erscheint so als ein fR.. R') ( nex mit ] 


. \ l 


cidenz. Ich habe aber den Begriff des gewöhnlichen Nullsystems noch anders veralla 

Ein (R;, R,/) Null- oder Incidenzsystem ist eine Verwandtschaft, wo 
R, eine Anzahl R, entspricht, welches ihn nach einem anormalen R, ; schneid in 
zwar nenne ich es ein Zfaches Nullsystem. Ich nenne es ein vollständiges (R,. R 
Nullsystem, wenn (bei @ >) die R; den R, vollständig enthalten. In diesem Siı s 
das gewöhnliche Nullsystem ein (R,. R,_ı) Nullsystem. Die verallgemeinerten Begriffe 


dürften sich in der Theorie der Differentialeleichuneen nützlich erweisen. namentlich 


| 
jene, wo in den obigen Definitionen noch an Stelle der R, Manniegfaltiekeiten M; ganz 
unbestimmter, ja transcendenter oder aber analytisch eingeschränkter Art gesetzt sind. 

Man kann in die Definitionen, wenn einmal M, eineeführt sind, auch statt des 
Schneidens die lineare Bedingung eintragen, dass, sei es in dem Systeme (Verwandt- 
schaft), sei es in dem Connexe zugeordnete Elemente durchaus apolar sein sollen. Dies 
ist jedoch wesentlich verschieden von dem Reyeschen Nullsysteme im Gebiete der alg 
braischen Flächen 2. Ordnung; denn Herrn Reyes Nullsysteme sind eigentlich doch durch- 
aus (Punkt-R,_,)-Nullsysteme nur mit der Besonderheit, dass als Punkt (Raumelement) 
hiebei die F? angesehen wird. 


e- 
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Theorem XIV. Jeder lineare it,-Complex besitzt einen I )- 
Complex von vollständigen R;,,, ist also ein Complex von der Art aus S1 No. 4. 

6. Die beiden Singularitäten aus X und XIV können verallge- 
meinert werden. Ich nenne einen Punkt, dessen sämmtliche A, dem 7' an- 
gehören, einen singulären Punkt. Es kann dann einen Zt, geben, der die 
Kigenschaft hat, dass alle A, die den A, in einem Punkte schneiden, dem 
Uomplexe /' angehören. Ein soleher kann also als aus &” singulären 
Punkten zusammengesetzt gedacht werden. Dagegen soll ein A,_, der 
Eigenschaft, dass alle #, durch ihn dem 7’ angehören, ein singulärer R;_; 
heissen. Es kann dann wieder einen /, geben der Lage, dass alle #%,, 
welche ihn in irgend einem Ä;_, treffen, dem Z’ angehören; dann ist Z, 
aus singulären Ä,_, zusammengesetzt. 

Andererseits kann es geschehen, dass alle A,, welche einem A,,, an- 
gehören, zu Z/' gehören, das soll ein „vollständiger Z,,,“ des Complexes 
sein. Es wird sich das Studium der singulären £;,, und der vollständigen 
ft,,,, Ihres Vorkommens und gegenseitigen Verhaltens als wichtig und als 
der Angelpunkt der Theorie erweisen”). 

7. Theorem XV. Wenn I! singuläre Punkte in einem linearen R,- 
Complexe vorhanden sind, so ist der ganze von ihnen gebildete Raum aus sin- 
qulären Punkten zusammengesetzt. 

Denn der R,_, eines jeden #,_, (Th. VIII) muss durch alle / Punkte, 
also dureh ihren ganzen Raum gehen, sodass jeder Punkt derselben mit 
R,_, einen Complex-£, liefert, also überhaupt nur Complex-Z, trägt. 

Theorem XVI. Wenn in einer Ebene drei unabhängige singuläre 
Geraden vorhanden sind, so sind alle Geraden der Ebene singulär, aber nicht 
die Punkte. 

Denn es folgt, dass für die A,_,, welche die Ebene in jenen drei 
Ecken treffen, die /,_, aus VIII durch die Ebene gehen und daraus das 
Gleiche für die /,_,, welche die Ebene in irgend einem Punkte treffen. 

Theorem XVII. Wenn zwei vollständige R,,, sich in einem Ät,,;_, 
durchschneiden, so ist jeder durch sie bestimmte I},,, vollständig im Complexe. 


Denn jeder Z,,,, welcher durch den Sehnitt-Z,,,_, in dem R,ı.ı 


*) Es ist vielleicht vorzuziehen, ältere (Plückersche) Analogieen zu verlassen und 
singuläre R;_, mit vollständigen R,,, gemeinsam unter dem Namen „vollständige R,“ 
zusammenzufassen, für die oben erwähnten R, aber die Beziehungen punktsingulär, ge- 
radensingulär, ebenensingulär, .... R;_,-singulär einzuführen. 
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geht, enthält einen vollständigen AR,,,_, und ausser diesem noch R, in den 
Sehnitten mit den R,_,, welche zu den R_, des R,.; _, (eemäss VIll) gehören. 
Auch XVI lässt sich verallgemeinern und giebt: 
Theorem AVIHHI. Wenn in einem R, 4-+1 allgemein gelegene R 
singulär für den I,-Complex sind, so sind alle R,_, dieses R, singulär für 
den R,-Complex. 
Ebenso (cf. $2 No. 2): Wenn in einem A, 3, 4, 5, 6 singuläre Geraden 


des R,-Complexes enthalten sind, so sind alle Geraden des durch sie be- 
stimmten oo'-(Regelschaar), »°-(Uongruenz), x’-Complexes oder des gan- 
zen R, singulär. Ebenso für AR, ete. 

5. Ausser diesen vollständigen A, kann es bei »x”-Complexen, 
wo k<Zt,—1, noch andere besondere R, zeben, nämlich AR,.,. in welche 
die Dimension des enthaltenen A,-Complexes übernormal (gegen $1) ist, 
und AR,_,;. durch welche ein R,-Complex von übernormaler Dimension 


hindurchgeht. 


Ss 3 
M 
1. Mit jedem linearen AR,-Complexe ist gleichzeitig ein linearer 
R;.,,-Complex verbunden. Zieht man nämlich durch jeden A in dem 


zugeordneten R 


1 


alle R,.,. so bilden diese einen linearen Complex x 

und dieser ist speciell. Insbesondere muss man sich hüten, die auf diese 
Art mit dem Geradencomplexe (oder Nullsysteme) verbundenen R,-Com- 
plexe als die allgemeinsten ihrer Art anzusehen. 

Theorem AIX. Hat man in einem R einen linearen R,-Complex 
und projieirt seine sämmtlichen R, von einem Punkte O des R, durch R 
so bildet die Gesammtheit aller in diesen R enthaltenen RK, einen linearen 
R,-Complex I. O0 ist ein singulärer Punkt von I’ 

Denn durch irgend einen Punkt P von AR, geht in diesen Complex 
ein linearer /},-Complex, indem die Gerade PO den AR in P trifft. dureh 
P' in den ZR,-Complex von Z,_, ein linearer Complex geht, in welchen 
Rt, alle enthaltenen Ä,_, genommen werden müssen und dieser /},_,-Complex 
ist der Schnitt mit dem durch P gehenden #,-Complex. Dieser letztere 
ist also ein Complex derselben Entstehungsweise wie /' und verfährt man 
dann wieder so, indem man mit #,_, schneidet und setzt dies fort, so gelangt 
man endlich zu einem Geradencomplex, welcher die vollständigen Ebenen 
11* 
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durch einen Punkt P® enthält, die einen linearen Complex bilden. Dann 
ist aber sofort klar, dass die Geraden durch einen weiteren Punkt P4+ 


einen /,_, erfüllen. — O0 ist singulär, weil jeder $, durch O den R,_, in 
in einem /t,_, schneidet, durch welchen /, des Complexes in R,_, gehen. 


„m r + . . Pr ° i —] 
Theorem XX. Hat man in einem R,_, des R, einen linearen x’ ’ R.- 
Complex und projieirt die sämmtlichen R, desselben aus einem R,_, des R, 


durch R,,;, so bildet die Gesammtheit aller in diesen R,,, enthaltenen R, einen 


linearen It,-Complex, für welchen R,_, ein singulärer Raum ist. 

Der #,-Complex in A,_, enthält er 9-7, und jeder R,,,; ent- 
hält "A, daher insgesammt (i+1)(r—i)—1 entstehen. Durch einen 
Punkt P und R,_, geht Z,, welcher R,_, in P’' schneidet, aus welchem ein 
linearer A,-Complex in den von Z#,_, geht und sämmtliche A;_, in diesen 
[?, sind die Schnitte mit 2, durch P oder durch irgend einen Punkt des 
Rt, (PR,_,). Also die aus allen Punkten eines solchen A, gehenden F#;- 
Complexe schneiden #,_, im selben #,_,-Complexe. Der Complex ist 
also zurückgeführt auf den aus AIX, 

Theorem XXI. Hat man in einem R,_, des R, wie in XX einen 
\,-Complex und bestimmt wie in XX die R,,,, so bilden auch alle R „ dieser 


f\,,, einen linearen Complex. 


e- 
gc 


Man eombinirt den vorigen Beweis mit der im Anfange des $ 
machten Bemerkung. 

Theorem XAll. Zieht man durch jeden Punkt einer Geraden g die 
in einen I,-Complex gehenden R,, so schneiden dieselben einen gegebenen 
R,_, in »o! linearen R,_,-Complexen, welche ein lineares System bilden. 

Denn durch irgend einen Z,_, gehen im £, die Z, eines R,_,, wel- 
cher die g in einem Punkte O schneidet und dieser liefert jenen Complex, 
welcher durch den angenommenen #,_, hindurchgeht. In diesem Complex- 
büschel ist auch jener enthalten, welcher entsteht, wenn O in den Schnitt- 
punkt A von g und ZA,_, fällt. Dieser besteht aus allen Ä_,, welche in 
den durch A im A,_, gehenden Zt, des Ä,-Complexes aus dem Zt, enthalten 
sind, ist also ein Complex der Art des Theorems XIX. So kommt man 
also auf die natürlichste Art zur Kenntnis der A,-Complexe aus XIX. 

Theorem XXIII. Zieht man durch jeden Punkt eines R, im RR, die 
It, eines linearen I,-Complexes I, so schneiden dieselben einen festen Ir,_, 
in R,_,-Complexen eines linearen &* Systemes. Die für sämmtliche Punkte 


des Rt, entstehenden R,_,-Complexe im R,_, bilden ein lineares x" System. 





ee 
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Der Beweis folgt in vielfach angewandter Form durch Aufbau des 
Systemes aus den &'-Systemen. In diesem merkwürdigen &’-Systeme sind 


‘= enthalten, welche je einen singulären Punkt besitzen. 


also x 
Man kommt so auf die folgende Construction eines /?,-Complexes 
im Ä,: Man nehme im R,_, ein lineares &’"-System von linearen R 


Complexen und beziehe dasselbe linear auf die Punkte O eines AR 


Dann verbinde man die O mit ihren #,_,-Complexen zu /;,-Complexen, so 
werden diese »’”/t,-Complexe einen vollständigen /t,-Complex liefern und 
wenn dieser linear sein soll, ist nothwendie und hinreichend, dass im 
R,_,»e'”" Complexe mit singulären Punkten in einem A},_ sind, deı 
R,_; durch diesen £,_;_, gehe und diese Complexe ihren singulären Punkten 


als Punkten O entsprechen. 
Theorem AAIV. Zieht man durch jeden 0 eines linearen R 


büschels die sämmtlichen R, des gegebenen R,-Complexes, so schneiden die- 


1) 


selben einen R,_, in je einem linearen I},_,-Complexe und alle diese x Ih 
Complexe bilden ein (lineares) Büschel. 


Denn durch irgend einen A,_; des R,_, gehen in den A. solche A 


Di 


des Complexes, welche einen #,_;,,_, in Z,_, eines linearen Complexes 
schneiden, von welchem in jenem /t,_,-Büschel ein einziger X enthalten 


’ 


dureh den AR Irä 


ger des /,_,-Büschels) hindurchgeht. Denn in einem #, bilden die / 


sein wird, wenn angenommen wird, dass der Zi 


des Compiexes ein Bündel und von diesem geht durch einen /},_, nur ein 
einziger ft, 

Theorem XXV. Beschreibt im vorigen Theoreme der Äi ein lineares 
x'-System um eine gemeinsame Axe, so bilden die wie in XAIV gebildeten 
It,_,-Complexe ein lineares x'- System. 

Der Beweis folgt aus dem vorigen Theoreme dureh Aufbau des x 
aus dem »x'-System. 

Theorem XXVI. Beschreibt aber O,_, einen linearen x"-Complex 
in dem R -1—tbi— 1), SO beschreibt der R. ‚Complex ebenfalls ein lineares X -System 

Auch dieses T'heorem kann man zur Construction eines f,-Uomplexes 
anwenden. Nimmt man nämlich in einem #,_, ein lineares »'-System von 
linearen A,_,-Complexen und ausserhalb ein ®’-System von /},_, und bezieht 
die Systeme collinear und verbindet jeden Ä,_, mit den Ä,_, des zugewie- 
senen Complexes, so bilden alle diese Z, einen vollständigen Z,-Complex. 


Die Bedingung, dass dieser linear wird, ergiebt sich in folgender Weise. 
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In XXVI ist zu beachten, dass der O,_,-Complex im A,_, einen 
gewissen Schnitt-Z/,_,-Complex besitzt, für welche jener #,_,-Complex ein 
singulärer wird, derart nämlich, dass der Ä,_, die Eigenschaft hat, dass 
alle /#,, welehe durch ihn hindurchgehen, mit /,_, erfüllt sind, welche alle 
dem Z#},_,-Complexe angehören. In Folge dessen gehört überhaupt jeder 
/t,_,; durch den Ä,_, dem Complexe an. 


Er; 
$ 4. 
Die vollständigen linearen Strahlencomplexe. 


1. Dieselben sind nach $ 2 identisch mit dem linearen (Punkt- Ebenen) 
Nullsystem oder dem lineo - linearen (/,, /%,) Ineidenzeonnexe des A. 
Dieser und der Strahleneomplex können also gleichzeitig behandelt werden. 

Theorem XXVII. In irgend einem R, schneidet das Nullsystem des R, 
wieder ein Nullsystem aus und ruft ein Nullsystem unter den R;, jedes R, hervor. 

Denn einem Punkte P von Ä, entspricht der Schnitt /7,_, von Ä, 
mit seinem Ä,_, und es sind P und /7,_, ineident, und wenn P sich in 
einer Geraden bewegt, beschreibt /7,_, ein Büschel mit einem R,_, als Axe. 

Theorem XAXVHI. Im R,, besitzt der lineare Strahlencomplex einen 
singulären Punkt O und gleichzeitig das Nullsystem, dieses so, dass dem O jeder 


R,_, des Rt, entspricht und der Ät,_, eines jeden Punktes P durch O geht. 


Zunächst folgt aus XXVII, dass in jedem Ä,_,. der einem Punkte 
P entspricht, das enthaltene Nullsystem singulär ist, nämlich ? als singulären 
Punkt besitzt, aber i. A. nur einen singulären Punkt. Da nun aber leicht 
nachgewiesen ist, dass jedes Nullsystem (oder Strahleneomplex) in A,_, in 
einem Nullsystem (oder Strahleneomplex) des #, durch den #,_, enthalten 
sein kann, so müsste jedes Nullsystem in #,_, einen singulären Punkt be- 
sitzen, ausser wenn jedes im Rt, einen solchen besitzt, da in diesem Falle 
die #,_, durch den singulären Punkt des AR, hindurchgehen könnten. Ent- 
weder haben also alle Nullsysteme im 2R,, oder alle Nullsysteme im AR, 
einen singulären Punkt. Der Fall #, entscheidet für das erstere*). 

Theorem XXIX. In jedem R, schneidet ein R,, seinen entsprechenden 
R 


seinen entsprechenden R,_;, 


‚ (vermöge des Nullsystems) in einem Punkte, ein Rt,,,, schneidet jedoch 


„ nicht **). 


2) 


Dieser Beweis ist ein mit Absicht etwas umgeformter Schluss von n auf n-+1. 
Hiermit ist ein Irrthum in zwei Noten über das Nullsystem im AR, aufgeklärt 
und berichtigt. Es sind dies @. Bordiga in Atti Veneti 1855 —86 und F. Deruyts, 
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Im R,, entsteht ein Nullsystem, das also nach XXVIII einen sin- 
gulären Punkt F besitzt, der diesem F entsprechende R,_, enthält AR,,, es 
sind also R,, und der R,_a_, in einem AR,_, enthalten und schneiden sich 
folglich mindestens in einem Punkte und dieser muss F sein. Aus dem- 
selben Grunde wird der R,,,, seinen eonjugirten i. A. nicht schneiden. 

Im Strahlenecomplexe nenne ich zwei Räume entsprechend, wenn sie 
in dem denselben definirenden oder vertretenden Nullsysteme entsprechend sind. 
Aus XXIX folgt an Stelle eines ganz falschen Ausspruches von Bordiga: 

Corollar. Im A,,;, schneiden sich zwei in einem linearen Strahlen- 


complexe entsprechende R,, R, wo q = 2p stets in einem Punkte, im 
R,,;; schneiden sich zwei solche entsprechende R,, R,, wo jetzt gq = 2p-+1, 


i. A. nicht in einem Punkte. — 

Theorem XXX. Ein linearer Strahlencomplex im B,, kann nur punktsingu- 
läre R., nicht R;; By im R,.;: aber nur punktsinguläre R 1419 nicht R,,; besitzen. 

Denn besitzt im AR,, ein linearer Strahleneomplex einen punkt: 
singulären R,;_,, so würde ein R,_a-n-ı = R..,_, gelegt werden können, 
welcher diesen R,;_, nieht schnitte und dennoch einen für ihn selbst singu- 
lären Punkt F enthielte.e Durch F gehen nun als Complexstrahlen alle 
Geraden, welche AR,,_, treffen und alle, welche im #,,_;, liegen, sein A 


muss also den R,,_, und den AR,,_„ enthalten, d. i. der ganze R, sein. 
Nach Theorem XV ist dann der ganze R,, durch F und R,,_, punktsingulär. 


Genau so wird der Beweis im R,,,, geführt. 

Corollar I. Hat ein*) Strahleneomplex im A, genau einen punkt- 
singulären R,, so hat der von ihm in einem AR,_, durch den AR, enthaltene 
Strahleneomplex einen punktsingulären A,,,, der in einem freien R,_, ent 
haltene Strahlencomplex einen punktsingulären R,_,**); und allgemeiner 


der in einem AR,_.„_, durch den A, enthaltene einen punktsingulären 


dagegen der im R,_,, durch R, einen singulären***) A,. 


/ 


Memoires de l’"Academie de Belgique t. LI. Es wird daselbst oesaot, dass immer zwei 
conjugirte Räume sich nicht schneiden. Auch die sämmtlichen Deruytsschen Folgerungen 
sind nach XAIX zu corrigiren. 
”) Von nun an soll, wenn die Ordnungen des Strahlencomplexes nicht ausdrück- 

lich angegeben werden, stets ein linearer Strahlencomplex verstanden werden. 

**) Für r = 2g+1 nennt Herr Frobenius d. J. Bd. 82 S. 248 die Zahl r+1— 23-41 
oder r-+1—2% die Invarianz p des von Z’ und R,_ı gebildeten Formenpaares. 

***) Unter singulär soll von nun an stets punktsingulär verstanden werden, falls be 
sonderer Anweis fehlt. 
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Corollar II. Die entsprechenden A,, R, aus dem Corollar zu XXIX 
können sich also nur in AR,, oder R;,,,, schneiden, je nachdem r =4p+1 
oder 4p-+3. 

2. Die durch solehe Strahleneomplexe definirten Nullsysteme sind 
sogenannte exceptionelle Correlationen und zwar in der Sturm-Hirstschen 
Ausdrucksweise*) vom 24. bezüglich (24+1). Typus. Es entsteht, indem 
man in einem R,,,, ein Nullsystem ohne singulären Punkt construirt und 
es von einem ausserhalb befindlichen AR,, oder AR,,,, projieirt. In ihm 
gehen die irgend einem Punkte entsprechenden AR,_, alle durch den singu- 
lären R,, oder Ry,,. (Th. XX.). 

Es ist jedoch wichtig zu beachten, dass dies nicht die einzigen 
singulären oder exceptionellen Nullsysteme im A, sind, sobald r >53. 
Denn dem Strahleneomplexe steht dual der R,_,-Complex gegenüber, wel- 
cher definirt ist dadurch, dass in jedem R,_, die R,_, des Complexes durch 
einen Punkt laufen. Einem Strahleneomplex mit singulärem AR, entspricht 
ein R,_,-Complex mit singulärem A,_,_,, die Dimension wechselt den 
arithmetischen Charakter. 
ein Null- 


system. Wenn er nicht singulär ist, ist es mit dem obigen identisch und 


Aber auch der R,_,-Complex definirt immer gleichzeitig 
in der That tritt nach $ 3. Nr. 1 mit jedem Strahleneomplex sofort ein 
R,_,-Complex auf”*). Wenn aber der R,_,-Complex einen singulären R, 
hat, so ist das Nullsystem vom obigen verschieden, also stets im R,. Der 
singuläre AR, hat dann die Eigenschaft, dass jeder R,_,, welcher ihn in 
einem AR,_, scheidet, dem Complex angehört und der einem jeden R,_, ent- 
sprechende Punkt ist in dem A, enthalten. Dieses Nullsystem entsteht, 
indem man unter den AR,_, eines Bündels der Dimension 2p+1 ein nicht- 
singuläres Nullsystem construirt und es mit einem die Bündelaxe nicht 
treffenden AR, des A, zum Sehnitt bringt. 

Theorem XXXl. Im R,_,, giebt es Nullsysteme mit singulären R, jeder 
Dimension; aber wenn = r (mod. 2), so sind die Nullpunkte im ganzen R, 
voriabel, die Null-R,_, auf das Bündel durch RR, beschränkt, wenn 4 r—1 


(mod.2), so sind die Null-R,_, im ganzen R, 


/ 


variabel, die Nullpunkte auf die 


*) Of. R. Sturm „Ueber correlative oder reciproke Bündel“, Math. Ann. Bd. XL. 
**) und dieser entspricht dem AR,-Complex in seinem (also dem gemeinsamen) 


Nullsystem. 
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Punkte des R, beschränkt. Im R,_,,,, muss 4 r (mod.2) sein, aber für 
jedes 4 giebt es zwei Ärten von Nullsystemen. 

Zudem entspricht im ersten Fall einem Punkte von R, der ganze 
R, (d. h. jeder R,_, des A,), im zweiten Falle einem A,_, durch R, der 
voanze R, (d.h. jeder Punkt des A,). 

Corollar. Die ersteren definiren keine R,_,-Complexe, die letzteren 
keine R,-Complexe. Oder: 

Theorem XXAll. Nur der nicht singuläre Strahlencompler I’ im 
R,,., bestimmt mit seinem Nullsystem gleichzeitig einen R,_,-Complex. Dessen 
R,_, sind jene, in welchen der enthaltene Complex aus I’ eine singuläre 
(Gerade bekommt. 

Theorem XXXII. Wenn in den sämmtlichen Seiten-R,, , eines voll- 
ständigen (r+1)-Eckes die aus I’ enthaltenen Strahlencomplexe singulär sind, 


aber nicht in allen Seiten-R,,_;, so hat der Complex I’ einen singulären 


R,_., -2° 
Denn in den durch einen Seiten-R,,_, gehenden r+2—2u Seiten- 
R,,_, erscheinen singuläre R, i. A., weil singuläre AR, in allen R,,_, singu- 


J 


läre R, und also in den R,,_, singuläre A, verursachen würden. Jene singu- 


lären R, können den R,,_, in verschiedenen Punkten schneiden, und wenn 


u 
in «', so hat er einen singulären R,_,, aber das ist wegen Voraussetzung 
nicht in allen möglich. Es giebt R,,_, (mindestens einen), in dem die A 
einen einzigen Punkt ausschneiden. Dann ist aber der von diesen r—2u-+2 
R, gebildete R,_,,,, mit dem singulären Raume von 7’ identisch. 

Corollar. Die Hauptunterdeterminanten der Determinante I’ sind die 
Determinanten der in den Seitenräumen des Coordinaten-(r+1)-Eckes ent- 
haltenen Strahlenecomplexe. Somit ist XXXII der geometrische Ausdruck 
des Theorems III in $S5 der Abhandlung von Herrn Frobenius „Ueber das 
Pfaffsche Problem‘ dieses Journal Bd. 82*),. 

3. Ein Strahleneomplex bestimmt auf jedem Paare von R,_, eine 

*) Der Beweis von XÄXAIl’ zeigt aber, dass an Stelle des Theorems II |. e. 
werden kann: „Wenn in einer schiefen Determinante eine Hauptunterdeterminante 


OEseTtzI 


2rten Grades nicht Null ist. aber alle Hauptunterdeterminanten (2r+2)-ten Grades ver- 


schwinden, welche entstehen, wenn man zu einer jene enthaltenden Hauptunterdeter- 


minante (2r-+1)-ten Grades irgend eine Zeile und die gleichnamige Colonne hinzufügt, 
so verschwinden alle partialen Determinanten (2r-+-2)-ten Grades“, und dass man im 
Theorem I 1. c. nicht alle Paare oe, o sondern nur o fest und alle o > ?r zu nehmen 


braucht. 


Journal für Mathematik Bd. OXVIII. Heft 2. 12 
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Correlation ($ 1). Im dieser ist jedem Punkt des Schnitt-R,_, ein ihm in- 
eidenter R,_, im zweiten R,_, entsprechend. Es gilt aber auch: 

Theorem XXAIII. Sind zwei R,_, im R, correlativ so bezogen, dass 
jeder Punkt des Schnitt-R,_, mit dem ihm entsprechenden R,_, im einen (und 
also auch im anderen) R,_, incident ist, so liefern die Verbindungsstrahlen 
aller Paare entsprechender Punkte”) einen linearen Complex**). 

Denn projieirt man von einem Punkte F des R, den ersten R,_, in 
den zweiten, so entsteht daselbst eine Correlation, deren Ineidenz-R}_, in 
den Schnitt-R,_, und in einen zweiten R,_, zerfällt, welcher mit F ver- 
bunden den diesem im entstehenden Strahlencomplexe zugeordneten R,_, liefert. 

Corollar. Lässt man F über den ganzen AR, variiren, so variirt die 
Correlation im A,_, in einem linearen oo’-System. In diesem ist, wenn 
r = 2q, ein Nullsystem enthalten und dieses entsteht, wenn F mit dem sin- 
gulären Punkte des Complexes zusammenfällt. 

Theorem XXAXIV. Der lineare Strahlencompler im R 
(r+2)(r—1) 

5) 


„ ist durch 


Strahlen eindeutig bestimmt. 


„_00””" Paare zu- 


(r—1) a 
—;—— unabhängige 


einfache Bedingungen. Aber die Öorrelation ist durch r’—1 Bedingungen 
(r+2)(r-]) 
2 


Kennt man von einer Correlation zwischen zwei R 


1 . Baia . . r 
geordneter Punkte, welche zwei R,_, erfüllen, so sind dies — 


bestimmt, sodass noch bleiben, welche ebenso viele Strahlen 


verlangen. 

Die Construction des Strahleneomplexes ist also darauf redueirt, eine 
durch die normale Anzahl Punktepaare bestimmte Correlation zu construiren, 
ein Problem, das in der Ebene durch Schröter gelöst worden ist***), dessen 


*) Dies sind die „Nullpaare“ des Herrn Rosanes. 
**) Der lineare Complex ist durch Theorem XXAII als ein Degenerationsfall eines 
quadratischen Strahleneomplexes aufgewiesen, der entsteht, wenn in zwei ganz allgemein 
correlativ bezogenen R,_ı des R, die Paare zugeordneter Punkte durch Strahlen ver- 
bunden werden. Ich will ihn den Hirsischen Complex im TR, nennen, weil er im A, 
zuerst von T. A. Hirst (Collectanea Mathematica in Memoriam Dom. Chelinii Roma 1880) 
untersucht worden ist. Auch im AR, lässt sich die Untersuchung von Unterarten an- 
knüpfen, was zu beachten scheint, weil im AR, bisher überhaupt mit Ausnahme des 


langentencomplexes der M}_, kein quadratischer Complex untersucht ist. 


=“) Problematis etc. solutio nova, dieses Journal Bd. 62. 
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Lösung im AR,_, ersichtlich linear ist, aber hier zu weit führen würde, so 
dass ich sie voraussetzen muss und wohl auch kann*), 

Wird unter Beachtung der Bedingung aus XXXIII die Correlation 
exceptionell, d.h. als zwei reeiproke o'——" R,_,-Bündel genommen, so entsteht 
nicht immer der allgemeine Complex, sondern die beiden Axen R, schneiden 
den Schnitt-R,_, je in einem AR,_, und diese beiden durchsetzen sich in 
einem R,,_, und dieser wird ein singulärer Raum des erzeugten Complexes 
sein. Also es muss 24<Tr sein. 

Aber im R,,;,, kann man auch stets zwei R,_, in solcher Üorrelation 
erreichen. Man nehme irgend zwei in dem Strahleneomplexe einander ent- 
sprechende R,, R,, lege durch R, einen R,_, und durch AR) einen R' 
dann sind die beiden R,_, durch den Strahleneomplex oder das Nullsystem 
in solche exceptionelle Correlation gebracht, in welcher R,, R/ die beiden 
Axenräume sind. Im AR,, darf man sogar die Axenräume höchstens als 
R 
darf man im R,,-, nicht höher als g—2 und im R,,.,—, nicht höher als 
q—1 gehen. Jeder solche Fall lässt sich aber wirklich auch bei jedem 
Nullsystem im A, durch passende Wahl von R,_,, R,_, erreichen. Es ist 


„ı, R,_, annehmen und wenn man beide Axen in den R,_, verlegen will, 


also durch die eben erwähnten die Sylivestersche Construction in vielfacher 
Art verallgemeinernden Constructionen auch der allgemeinste lineare Strahlen- 
complex construirbar. 

4. Durch ein einfaches (r+2)-Eck, dessen Eckpunkte a, die ihnen 
anliegenden AR,_, zu entsprechenden hätten, kann das Nullsystem (wie Herr 
Reye für r=35 gelehrt hat) construirt werden. Dann gilt: Es giebt im R, 
nur eine Art von einfachen (r+2)-Ecken a,,.... a,,., welche die Eigenschaft 
haben, dass jeder Punkt a, einem bestimmten durch ihn gehenden Seitenraum« 
R,_, entspricht. 

Für R,, ist es nicht möglich, weil vom singulären Punkte F in 
R,,_, projieirt die Figur eine’ andere liefern müsste, welche ganz in einem 
R,,_, wäre, woraus folgen würde, dass im A, schon alle Seiten-AR,_, coin- 
eidiren. 

Im R,,., beweist man für alle Voraussetzungen, wo nicht der zu 
a, gehörige R,_, rechts wie links von a, gleich viele Eekpunkte enthält, 


*) Bereits im R, liefert jene Construction eine neue Construction, welche denen, die 
von Herrn Sturm ausgeführt werden, hinzugefügt werden muss, umsomehr, da sie die 
Sylvestersche Construction als Degenerationsfall liefert. 


+ 
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dass alle (r+2)(r+1):2 Seiten des vollständigen (r+2)-Ecks Complex- 
strahlen sein müssten, was wieder R,_, durch a,, ..., a,;, bedingte. 

In jenem symmetrischen Falle aber folgt aus der Voraussetzung 
zuerst, dass alle Seiten mit Ausnahme von a;a,,,,, und a,a,,,;. Complex- 
strahlen sein müssen. Dann sind aber die Räume R,(a,a,,.,...,4,,) Voll- 
ständig im Complex enthalten; die beiden vollständigen R,: (a;a;;1, ..., @;,) 
und (@_1, &, @yrıs ++, Gr.) Schneiden sich in einem vollständigen R,_, 


CU EBEN und also: 


i+g—1) 

Theorem XAXXV. Die r+2 Seiten-R, eines einfachen (r-+2)-Eckes 
sind vollständige R, eines dadurch bestimmten linearen Strahlencomple.xes. 
Dass mehrere Punkte «a, in R, anormal gelegen sind, ist zulässig, nur wird 
dann /' singulär. 


9. Theorem AXXVI. Dagegen kann der Strahlencomplex (oder das 


Nullsystem) nicht construirt werden, wenn zwei entsprechende R,, R und 


ri—1 
in jedem der entstehende Strahlencomplex (oder das enthaltene Nullsystem) 
bekannt sind, sofern i oder r—i—1>V\. 

Verbindet man einen Punkt P mit A,, so trifft der A,,, den R,_,_, 
in P', dem ein R,_;_, in R,_;_, entspricht, und der R,_,(PR,_,_,) trifft R, in 
ein A, , entspricht. Die bekannten Räume A R_, 
und der Punkt P verbunden geben nicht einen R,_,, sondern einen den P 


3 43 s > 1 
P’, welehem in AR, ku, 


von selbst enthaltenden R,_,. Dies gilt, wenn sich R,, R,_;_, nieht schneiden. 
Es giebt dann &' Nullsysteme. Wenn sich R,, R,_,_, schneiden, so führt die 
Construction zu keinem Resultate. Wenn man aber überhaupt die Verwandt- 
schaft unter den R,,, durch R, und den R,_,_, in R,_,_, sowie jene unter den 
R,_, durch R 

Denn dann ist das Schneiden mit den Axenräumen nieht nothwendig; 


r ‚;_' und den R,_, in R, kennt, so können sich R,, R,_,_, schneiden. 


es stellt sich eben über das in einem solchen R, (oder R,_,_,) nach XXVII 
hervorgerufene Nullsystem eine völlig und ohne Ausnahmeelemente bestimmte 
Correlation. 

6. Die Angabe von Punkt und entsprechendem AR,_, vertritt r—1 
Bedingungen. Sind A,, R, 


7 


, nicht ineident gegeben, so wird AR, ein singu- 
lärer Punkt, also: ein singulärer Punkt gilt für r Bedingungen. Sind 2 
Paare A,, R,_, gegeben, so dass sie incident sind, vertritt es 2(r—1) Be- 
dingungen. Wird eine nicht ineident, so ist A, singulär, der andere R,_, muss 
diesen R, enthalten, sonst wird auch der zweite A, singulär. Angabe von 2 
ineidenten R,, R,_,, ist dasselbe wie Angabe von entsprechenden A, R,_.. 
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Giebt man 3 Paare R,, R,_, (sei es auch mit Incidenz) und es schneiden 
sich nicht die 3 R,_, in der Ebene der 3 A,, so wird die AR, vollständie, 
die 3 R, werden singulär, also R, ganz singulär. Ebenso wird alleemein 
bewiesen: 

Theorem XXXVII. Wenn bei Angabe von 1 Paaren R,, R, , irgend 
ein Paar nicht incident ist, genügt nur ein Complex mit singulärem R, da- 
selbst. Wenn die 2v+1 R, entsprechenden R,_, sich nicht in einem Punkte des 
von den 2v-+1 Punkten gebildeten R,, schneiden, ist dieser R,, punktsingulär. 
Wenn von den übrigen (gegebenen) R,_, u nicht durch diesen R,, gehen, ist 
der durch uR, und den R,, bestimmte R,,,, punktsingulär. 

‘. Alle Geraden, welche die Punkte eines AR, mit allen Punkten 


‚ verbinden, sind Strahlen des Complexes, sofern 


des entsprechenden R, 
R,, R,_,_, sich nicht schneiden. >ie vertreten dann, weil in jedem Punkte 
von R, r—i Geraden zur Bestimmung der dortigen hinreichen, @+1)(r—i 
unabhängige Bedingungen. Für mehrere solche Angaben hat man zu bilden 
=(i+1)(r—i) und hiervon die Z(k-+1)(r—%k) bezüglich der sämmtlichen 
R,, in welchen sich irgend zwei der A, schneiden, zu subtrahiren. Es 
eilt ferner die Verallgemeinerunge von XXIX: 

Theorem XXXVIII. Entsprechende R,, R,_,_,, die sich in einem R 
schneiden, wo 4 i+-1, schneiden sich sofort in einem R,,,. und dieser ist 
vollständig im Complex des Rt, enthalten. 

Der Schnitt des Paares AR, R,_,_, ist für den Complex in jedem 
der beiden Räume ein singulärer Raum und es tritt also XXIX in Kraft“ 

Wenn nun A, R,_,, sich in einem AR, schneiden, so vertritt ihre 
Angabe (A+1)(r—)) Bedingungen wegen R, und ausserdem (—4/)(r—i 


in einem R_,_,. also: 


wegen entsprechender R,_,_,, R,_, 

Theorem AXAIX. Entsprechende R,, R,_,_, zählen, wenn sie sich 
nicht schneiden, für (i+1l)(r—i) und wenn sie sich in einem R, schneiden, 
für A+1)(r—4)+(i—4)(r—i) Bedingungen. 

8. Wenn i=1, muss jeder Complexstrahl, welcher AR, schneidet, 
auch den R,_, schneiden, für © > 1 gilt dies nicht mehr. Die Bestimmung 
des Complexes durch mehrere Paare R,, R,_, kann sofort auf 6. redueirt 
werden, indem jede Gerade durch zwei Punkte ersetzt wird, deren R 

*) Es gilt auch: Wenn in einem A, der enthaltene Complex einen singulären 


R, besitzt, so schneidet der dem AR, entsprechende A,_;—ı ihn im R, und hat diesen 
ebenfalls punktsingulär für seinen Complex. 
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dann bekannt sind. In Folge des Theoremes XXIX dürfen also schon 
nicht mehr zwei Paare von R,, R,_, willkürlich gegeben werden. Denn 
nimmt man zwei Punkte auf einer R,, einen auf der zweiten, so kennt man 
für alle drei die R,_, und wenn die Ebene also nicht singulär werden soll, 
muss die wegen XXX in No. 6 angeführte Bedingung befriedigt sein. 

Die Behauptung von Bordiga und Deruyts, dass durch r—1 Paare 
von A,, R,_, das Nullsystem erst bestimmt ist, ist also zu berichtigen. 

Aber wenn allen aus XAÄIX folgenden Bedingungen genügt ist, so 
kann die Construction schon mittelst g+1 Paaren AR, und R,_, durchgeführt 
werden, wie XXXIX lehrt. Also: 

Theorem AL. Der lineare Strahlencomplex (das Nullsystem) im R.,,.., 
kann aus g-+]1 Paaren entsprechender R,, R,_, construirt werden, sofern diese 
allen aus XXIX folgenden Bedingungen gemäss gegeben sind”). 

Nämlich zunächst kennt man in jedem A,, welcher zwei der R, ent- 
hält, sofort in Folge des Schnittes mit den entsprechenden AR,_, zu den 
Punkten dieser R, den ganzen R,-Complex, hierauf sofort in jedem AR, durch 
3 der R, u. s. w., bis man ganz von selbst zum AR,-Complex im R, kommt. 

Die Construction durch verschiedene Paare AR,, R,_,_,, welche ins- 
(r+2)(r— 

.) 


— 


r —_ .. . 1 . Y 
sesammt nach No. 7 gezählt, die Bedingungen des Uomplexes 


erschöpfen, ist allerdings weniger einfach, weil man in dem A, nicht direet 
das Nullsystem als Uonsequenz hat, höchstens noch für r=2, wo man, da 
die Bedingung XXX befriedigt sein muss, im Schnittpunkte F schon das 


u ” : r | ) r—] 
Strahlbüscheleentrum hat. Also wenn a,.2(r—1)+«,.(ör—4) BR: X 


und XXX befriedigt ist, so kann die Oonstruction aus «, Paaren R,, R,_, 
und «&, Paaren R,, R,_, sofort auf No. 6, d.i. auf Paare AR,. R,_, redueirt 
werden. 


*) Diese Lagenbedingungen zu befriedigen, erfordert noch keine Construction des 
Nullsystemes. Aber r—1 Paare zu kennen, wie sie @. Bordiga und F. Deruyts ohne 
Einschränkung voraussetzen, involvirt an sich schon eine Construction, da ja nach XL 
schon aus g+1 dieser r—1 Paare die übrigen 9—1 Paare construirt werden können 
(und müssen). 

Die Construction aus r— 1 Paaren führt i. A. zu einem Nullsysteme viel höherer 
Ordnung und zwar der rien und kann aber verallgemeinert werden, indem man r—1 
Strahlencomplexe x’! der 1. Ordnung und der 1. Klasse nimmt und durch einen Punkt 
P ın sie die r—1 Strahlen zieht, welche dann den dem P entsprechenden R,_, bestimmen. 
Das System ist birational. 





SE 
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9. Unter den übrigen Bestimmungsarten ist namentlich jene von 
Interesse, wo zwei entsprechende A, vorkommen. Sie gelten, wenn sie sich 
nicht schneiden, also sicher nur wenn g=2p+1, für (g+1)’, wenn in einem 
R,, für g(9+3) Bedingungen. 

Theorem XÄLI. Die Geraden, welche drei sich nicht schneidende R, 
treffen, bilden eine M?}|, welche &'R, enthält, die alle jene Geraden treffen. 
Durch die Stützpunkte dieser werden irgend zwei R, collinear auf einander 
bezogen. Wenn unter den «'R, irgend eine quadratische Involution eingerichtet 
wird, so sind diese Paare entsprechende Paare in einem ganz bestimmten 
linearen Strahlencomplexe, falls g= 2p+l. Für 2p = g redueirt man auf r—2. 

Zwei allgemeine Paare R, geben 2g’+4g-+2 Bedingungen, also 


(r+2)(r—1) RE \ 
wegen ar 2 — 2g’+3g, um q+2 zu viel, wovon noch die g+1 allen 


vier R, gemeinsamen 'Transversalen zu subtrahiren sind. Wenn aber &? ge- 
meinsame Strahlen da sind, also q-+2 unabhängige (da die Oollineation 
unter 2R, durch g+2 Transversalen bestimmt ist), so bestimmen sie gerade 
einen Complex. Die den »o?-Geraden in ihm entsprechenden AR,_, schneiden 
jeden der vier A, in einem A,_, (als dual zu den Geraden) und da also je 
q von diesen R,_, sich in einer Geraden durchschneiden, welche sich auf 
die 4R, stützt, so setzen sie sich überhaupt aus solchen Geraden zusammen 
und schneiden also auch die anderen «'R,, welche nach dem 1. Theil des 
Theorems existiren, je in A,_,, d.h. ihre AR,-Reihe ist mit der ersten 
identisch, oder: die AR, sind unter einander durch den Strahleneomplex 
gepaart. 

Jener erste Theil des Theorems aber ist eine Folge eines viel all- 
gemeineren 'T'heoremes, von dem ich anderwärts spreche, von dem aber 
nur Theile bekannt sind*), denn die Collineation folgt daraus, dass von P 
in R, über zwei andere R,, R) nur eine Gerade geht, welche also AR, in 
P’ schneidet, und wenn P eine Gerade g verfolgt, der Raum gAR, den kaum 
R, in einer Geraden schneidet. 

10. Theorem XLII. Ein vollständiger R, ist ganz in dem ihm ent- 
sprechenden R,_,_, enthalten. Denn ist P in R,, so sind alle Geraden von 
P in R, im Complexe, sein R,_, geht durch AR,, also alle ©’R,_, gehen 


durch AR;, ihr Schnitt-R,_,_, also ebenfalls **). 


*) Kötter, Preisschrift der K. Akademie der Wissenschaften, Berlin 1858. 
**) Zu berichtigen sind auch drei von Deruyts ausgesprochene Sätze über die Räume, 
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Corollar. Der Complex, welcher im AR,_,_, enthalten ist, hat den 
R, als punktsingulär. 

Theorem XLIII. Alle R,,,, welche durch einen vollständigen R, in 
den diesem entsprechenden R,_,_, hinein gezogen werden, haben den R, als 
punktsingulär in ihrem Complexe, sind also vollständig in I' nur für u=]. 

Denn von jedem Punkte P des AR, gehen in den AR,,, die Geraden, 
welche auch in seinem A,_, enthalten sind, das sind aber alle des R,,,, 
weil der A,_, durch den AR,_,_, hindurchgeht, also ist ? singulär. 

Corollar I. Hiermit ist vollständig die Aufgabe gelöst, den Complex 
/',, jener AR, zu bestimmen, deren aus /' enthaltener Complex einen punkt- 
singulären AR, besitzt. Es kann wegen XLIII. « nicht grösser als r—A—1 
sein und es ist u+4==0 (mod. 2). 

Anderwärts*) habe ich „Tangential-R,-Complexe‘“ eines R,-Complexes 
nter Ordnung definirt und kann nun sagen, dass die AR, des Corollars für 
,=1 und « ungerade den Tangential-R,-Complex von 7' bilden. Ich be- 
haupte nun: 

Theorem XLIII. Die Tangential-R,-Complexe von I’ sind lineare 
Complexe für u ungerade und erweitern sich auf der ganzen R, für uw gerade. 

Denn die durch einen Ä,_, gehenden R,, welche von ihren ent- 
sprechenden A,_,_, in einer Geraden geschnitten werden, verbinden den 
ft, mit den Punkten seines entsprechenden A erfüllen also für « un- 
gerade wegen XXIX einen R,_, für u gerade den ganzen A.. 


v1) 


Corollar I. Ein R,-Complex aus Corollar I für irgend ein 4. ist in 
dem R,-Complexe für —1 enthalten. 

Corollar II. Für einen R,-Complex aus Corollar I (für irgend ein 
.) ist der R,_,-Complex für dasselbe 4. der singuläre Complex, den er nach 
Theorem AL besitzen muss. Für diesen ist wieder der Ä,_,-Complex sin- 
gulär u. s. w. bis zum Complex der vollständigen Z, herab. 

Corollar III. Die ft, des 7’, sind vollständige Räume für den T},_,._.- 


„welche sich selbst entsprechen“, nämlich die drei letzten Sätze in No. 18. — Ich bemerke 
hier, dass, während ich @. Bordigas Abhandlung seit 1893 kenne, ich erst Anfang Mai 1895 
die Abhandlung von F. Deruyts in Brüssel selbst gelesen habe. Aber am 15. April 
hatte ich meine gegenwärtige Abhandlung bereits bis zu den letzten Paragraphen aus- 
gearbeitet. Die Sätze Vl., VII., VII. in F. Deruyts’ ebenfalls analytischer Abhandlung: 
Soc. de Liege, Mem. XVII pag. 1 sind zu berichtigen. 

*) Sitzungsber. der k Bayer. Akademie der Wissenschaften 5. Dec. 1896: „Ueber 
»te Momente von R,;-Complexen im R,“. 
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11. Theorem XLIV. In einem allgemeinen Strahlencomplexe des R 


(#7) (g—/+1)(g+34+2) 
> ) 
SB: :* 


sind keine vollständigen R, vollständige R,, x ooll- 


z+19 
ständige R,_, enthalten. 
In einem allgemeinen Strahlencomplexe des R,, sind keine vollständigen 


we, (g+3/)(g—)-+1) 
RR 


vollständige R,, © vollständige R,_, enthalten. 

l. Beweis. Wenn im Z,,_, ein vollständiger #, vorhanden ist, giebt 
es im R,, vollständige Z,,, wegen $3; und zwar die gleiche Mächtigkeit. 
Nun sind im A,,,,®”"R,, durch einen vollständigen #, gehen &”"R,,, 
daher: wenn im Z,, »* vollständige Z, vorhanden sind, so giebt es im 
R,,4, oo”*"*', im A, oo R,, also im A, x” R,, im A, x’ R,, im R, oo" R,... 


g+2N 
im Äi,, ©0° ° R,, im B,,4 ” : ) k. Durch R,_, gehen im R,, ,, a@+» 
/ - ı 


g—i+Z 
Rn; und in R._-2+ giebt es oo‘ ° vollständige Ä,_;, daher bleiben 
g—r4 2A +1) (g—/.+1)(9+34+?) 
wesentlich verschieden © — © Bi. Mu 
(AH) ++?) | (9—)+1)(g+32 +4) 
. 2 rg—4H1 ) a . 
giebt es dann & - = R,_;, nämlich über 


jedem A,_, des Complexes von Z£,,,, so viele als im A,_,,, aus dem singu- 
lären Punkte nach dem #,_, solcher enthalten sind. 

2. Beweis. Ist x, die gesuchte Dimension der vollständigen A,, so 
leite ich aus XLIIl ab, dass &, = 2,_,+(r—24)—), woraus die gemeinsame 
Formel &, = (A+1)(2r— 34) :2. 

Ein vollständiger AR,,, kann aber im Z,,,, nicht vorhanden sein, 
weil nach XLIII der entsprechende Raum Z,_, ihn enthalten müsste, wäh- 
rend sich dieser zu einem grösseren Raume nur für singuläre 2, er- 
weitern kann *). 

Corollar I. Ein vollständiger A, des Complexes in Z,, muss den 
singulären Punkt enthalten. 

Corollar II. Das A im Corollar zu XLIII kann nicht grösser als q sein. 


Theorem XLV. Wenn ein linearer Strahlencomplex im R,, einen singu- 


lären R,, besitzt, so enthält er keine vollständigen R,,,.,. © ° vollständige 


*) Herr Frobenius hat in diesem Journal Bd. 85 „Ueber adjungirte lineare Diffe- 


rentialausdrücke“* den Beweis eines Jacobischen Satzes auf die Auffindune von g+1 
Werthsystemen, welche paarweise eine alternirende bilineare Form im Ra,..ı befriedigen, 
redueirt. Das sind aber die oben behandelten vollständigen R, des T’ im R,;ı: ihre 


Construction erfolgt also aus XLII und ALIV. 


Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 2. 13 

















G8 Kantor, Theorie der linearen Strahlencomplexe im Raume von r Dimensionen. 


(9-/—u+1)(g—i+3u) 


Bi. ® r R,;;-u: Wenn ein linearer Strahlencomplex im R,,,, 

einen singulären R;,,,, besitzt, so enthält er keine vollständigen R,,;..; 
er )4+ 3 (g-I— u +1)(9—4+3u+?2) 

Ye vollständige R,,,, © x vollständige R,,;_.: 


Man hat nur statt der Zahlen in XLIV die auf einen (den R,, oder 
f\,,,, ergänzenden) R,,_»,_, oder R,,_,, bezüglichen zu setzen. 
Im #,, schneiden die vollständigen Complex-Z,,,_„ den singulären 


ft, in einem (variablen) A,,_,, im A... die A,,, „ den A,,,, in einem 


u» 
se 

Theorem XLVI. Wenn im R,, ein Complex einen vollständigen R,., 
enthält, besitzt er einen singulären R,, (u Z 4), welcher den R,,, in einem 
R 


schneidet. 


ut) 


Wenn im R,,,, ein Complex einen vollständigen R,,,; enthält, besitzt 


er einen singulären R,,., (u — 4), welcher den R,,, in einem R 


A+u— 
schneidet. 

Denn nach XLII muss z.B. im A,,,,ı der dem Z,,, entsprechende 
/?,_, sich mindestens zu einem Ä,,, erweitern, was nur geschieht, wenn 
f},,;, mindestens durch einen R,,_,, welcher singulär für den Complex ist, 
hindurchgeht. Allgemein erweitert sich der A,_, eines Ä,,, zu einem 
R,.._,, wenn der R,,, durch einen singulären #,,_, hindurchgeht. Ebenso 
im Z,, erweitert sich der AR,_,-, eines R,,, zu einem R,,.„_., wenn der 
R,;, dureh einen singulären £,, hindurchgeht. 

Anmerkung. Die x" R, des R,,,. lassen sich als Individuen auf 
einen Zr. abbilden, die Zuordnung entsprechender Zt, durch einen Complex 
bildet sich als eine involutorische Transformation ab und die vollständigen 


R, als die Punkte der Doppelpunktsvarietät M „x»«a4+n: Pie Fundamental- 


gebilde der Involution werden nur durch die Abbildung hervorgerufen *). 
12. Theorem XLVII. Die Geraden, welche drei vollständige PR, des 
Complexes im R,,.. treffen, bilden eine M?},, welche x' vollständige It, des 
Complexes enthält, sowohl für g=2p, als =2p+Hl. 
Denn irgend zwei in zwei ZÄ, (von den drei) durch die Collineation 
(Siehe Th. XLD) projeetivisch gemachte Geraden bringen ein Hyperboloid 
hervor, dessen andere Geraden derselben Schaar in den übrigen A, der 


*) Auch die allgemeinen Correlationen bewirken unter den R, des Ra,+ı eine Trans- 
formation, welche sich im R(,ı+17: als eine nicht involutorische Transformation abbildet. 
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M:+, enthalten sind und aber, weil für den im A, des Hyperboloides ent- 
haltenen Partialeomplex des ganzen Complexes gilt, dass die durch drei 
Strahlen bestimmte Schaar ganz im Complexe enthalten ist, hat man bereits 
in jedem der «'Z, einen Strahl und da man auf diese Art jedem Strahle 
des ersten 2 entsprechend in jedem einen Strahl erhalten kann, hat man 
alle Strahlen jedes A,, q. e. d. 

13. Die Geraden über zwei vollständige A,, Zt, entsprechen A 
welche diese in Ä,_, treffen und schneiden mit den AR,_, in einem willkür- 
lichen R,_, eine Correspondenz unter x’ Punkten und jenen «—"R,_, 
aus, welche zwei gegebene R,_, in je einem #,_, treffen. Diejenigen 
Complexstrahlen, welche #,, £, treffen, liefern in A,_, die Incidenzpunkte 
und da die von einem Punkte P des A, ausgehenden Strahlen in Z) einen 
fi, ., ausschneiden, so hat man unter /,, #, eine Correlation und es gilt 
aber als letzte Consequenz des verallgemeinerten Hirsischen Complexes 
(ef. Anmerkung zu XXIID: 

Die Nullpaare von Punkten einer Correlation unter zwei R,, R, ge- 
ben verbunden Strahlen, welche im AR,, wenn r < 2q-+1l einen quadratischen 


1 


Complex »""', und wenn r=2g-+1 eine M/_, erfüllen. 


Der Schnitt dieser M/_, mit dem R,_, ist dann die Ineidenz — M’ 
der Verwandtschaft. Die Geraden über einem AR, des R,_,, welche R,, R' 
begegnen, liefern eine M/}; in einem R,,,, und setzen sich in ein System 
von R,_, um, das ebenfalls (A+1)ter Ordnung ist, so lange A<{g-+1. 
R,,. trifft bereits A,, R, in zwei Punkten uud der Strahlenort ist daher 
nur M?7}. Ebenso für M27;. Daher: 

Theorem XLVIII. Die Geraden und R,_, mit zwei vollständigen R,. 
R, als Directricen schneiden einen R,_, in Punkten und R,_,, welche gemäss 
dem Entsprechen jener in einer Verwandtschaft sind, wo einem R von 
Punkten eine x?"'-Varietät der Ordnung q +). von R,_, entspricht. 

Nimmt man, um an XLI anzuknüpfen, zwei entsprechende AR,, R, 
als Directricen, so wird die gleich definirte Verwandtschaft im A,_, ein 
Nullsystem, daher: 

Theorem XLIX. Sind R,, R, einander entsprechende Räume, so ent- 
steht im R,_, dieselbe Verwandtschaft wie in ALVII aber als (R,, R 
Nullsystem*'). 

*) Dasselbe Problem kann für das Polarsystem gestellt werden, indem man 1.) zwei 
in der M}_, enthaltene R,, R, nimmt und die Verwandtschaft der Geraden und R 


15” 
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14. Diese Untersuchung erfährt eine Verallgemeinerung, indem 
man i vollständige R,_;,, oder R,, wo 2 = (r—i+1):i, im Complexe nimmt, 
welche sich nicht gegenseitig schneiden und keine anormal niederen Räume 
bestimmen. 

Es gilt: Die AR_, und AR,_, welche jeden von i vollständigen 
R,_;,. in einem Punkte und R,_,;,; schneiden, werden durch das Nullsystem 
unter einander verwandelt und bilden je einen "+9 R, ,-Complex und 
9 R,_,-Complex. 

Denn der R,_,, welcher dem AR;_, entspricht, muss mit jedem der 


ı 


iR,_... einen R,_, bestimmen, ihn also in einem AR,_.,;; schneiden. 


Theorem XLIX'. Die R,_,. welche i+1 vollständige R, treffen, bilden 


eine M,.; ,, welche x'"' 


vollständige R, enthält. 

Denn die R,_,, welche jeden von iö R, in einem A, treffen, bilden ein 
solches System, dass durch jeden AR, des AR, ein einziger R,_, geht. Für 
i+1 R, tritt dann, weil die &*’R,_, durch die Treffpunkte collinear be- 
zogen sind, das in XLI eitirte allgemeine Prineip in Kraft. Dass dann 
die ©'"R, vollständig sind, wird wie in XLVII bewiesen. 

Ebenso: Wenn die R,_,, welche +4 vollständige AR, je in einem 


Punkte schneiden, eine M,„,;;., bilden, so enthält dieselbe »” voll- 
ständige A, 
Sind © R,_;,, in solcher Lage, dass der entsprechende A,,;_, jedes 


durch die ö—1 übrigen hindurchgeht, so sind alle A,_,, welche jeden der 
i R,_.., in einem Punkte schneiden, vollständig im Complexe enthalten. 
Denn ist P ein Treffpunkt, so geht ein A,_, durch die übrigen 
R,_,;. und durch ihn, also durch jeden der R,_,, welcher P enthält; dies 
eilt für alle © Treffpunkte des R,_, mit den Direetrixräumen, also ist R,_, 
vollständig*). Derselbe Beweis gilt aber auch für A,, also: 
Theorem L. Sind i R, 


R,_,_ı jedes durch die i—1 übrigen geht, so sind alle R,_,, welche jeden 


7 


in solcher Lage, dass der entsprechende 


der i R, in einem Punkte schneiden, vollständig im Complexe enthalten. 


Hier kann uw nach Bedarf bestimmt werden. 
Besonders bemerkenswerth sind die (g-+1)-tupel von Geraden, 


die sich auf sie stützen, mit einem R,_ı schneidet 2) dieses für zweı bezüglich M}_, 
entsprechende R,, R,, vornimmt. 
*) Es sei erwähnt, dass die vollständigen R, auch für den simultanen R,_»-Com- 


plex vollständig sind. Herrn Frobenius’ Satz I $ 7 letzt eit. Abh. drückt dasselbe aus. 
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welche man wohl als Pol-(g-++-1)-tupel bezüglich des Complexes bezeich- 
nen kann. Alle R,, welche sie treffen, sind vollständig. Aus den Direectrix- 
geraden der in XLVII gefundenen M?},; lassen sich unendlich viele solche 
f 


g-+1)-tupel bilden. 
Auch noch die Pol-g-tupel von Ebenen, Pol(g—1)tupel von AR,, 


u. 8. w. bis Pol ( +3 )tupel von R., sind interessant, weil sich die 
i R,_;,, bis dahin nicht gegenseitig schneiden. Diesen sind hinzuzufügen 
die ö-tupel von A,, welche aber nur möglich sind, wenn r—i-+1 durch ö 
theilbar ist. Sie existiren also nicht, wenn r+1 oder (r+1):2 eine Prim- 
zahl ist. In Räumen solcher Dimension kann man Pol-tupel aufstellen, 
deren constituirende Räume nicht alle dieselbe Dimension besitzen. 

Theorem LI. Wenn unter den R,, welche q+1 gegebene Complex- 
strahlen schneiden, zwei Paare entsprechender sind, giebt es x , enthalten in 
einer MM". 

jeweis kann auf Grund von AÄLVI „eführt werden, oder aber durch 
den Schluss von r auf r+2. 

15. An diese in sich transformirten AR,-Systeme knüpft sich eine 
andere Construction des Complexes, indem man ihn aus speciellen & 
Strahleneomplexen zusammensetzt, welche alle je zwei Direetrix-A, be- 
sitzen. Es bedarf 0°” solcher Paare, am besten eines in sich transfor- 
mirten oo”"'-R, Uomplexes, von dem also durch jeden Punkt &’”R, ge 
hen. Die Construction desselben gehört in die Theorie der R,-Complexe. 
Es sei noch angeführt: 

Theorem LIT. Für r > > lässt sich das Nullsystem aus einem will- 
kürlichen Paare von ein- und umgeschriebenen (r-+1)-Ecken nicht con- 
struiren. 

Denn es müssen die Bedingungen XXIX noch befriedigt sein, wäh- 
rend sich Paare ohne diese Bedingung construiren lassen. Auch zeigt die 
Construction, wo man 5, in R_, (@,...,0,,,)= A, R_ı (b., ..., &,.,)=B: 
durch a, willkürlich annimmt, dass man nur noch in B, auf den r Sechnitt- 
R,_, mit den in a, zusammentreffenden A; r Punkte zu nehmen hat, deren 
Verbindungs-R, , durch bestimmte r Punkte, Schnittpunkte mit den Geraden 
b,a;, b,4;, ..., d,a,., hindurchgehen. Dies erfordert nur in A, die bekannte 
jedingung und liefert nach sofortiger Abzählung eine weit grössere Unend- 
lichkeit von Polyederpaaren. A,. B, schneiden sich in einem R ( 
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in welchem die beiden (r+1)-Ecke ba. .... a,,, und a,b,, ..., b,,, zwei 


’ 


h : r-t-] : 
Configurationen ( : ) ) von Punkten und AR,_, ausschneiden, jede zu- 


sammengesetzt aus einem vollständigen r-Eck (Schnitt mit b,a,, ..., b,a,,, 
und a,b, ..., a,Ö,,,) und einem ihm eingeschriebenen vollständigen r-Flach 
(Schnitt mit [@, ..., a,..] und [b,, ...., d,,,]) und so, dass das r-Flach der 
einen dem r-Eck der andern amgeschrieben ist. Nimmt man aber in ©, 
zwei Configurationen in solcher Lage, so bilden zwei über ihnen in A,., B, 
construirte r+1-Ecke zusammen (in anderer Folge) zwei ein- und umge- 
schriebene (r+1)-Ecke des R,.. Da nun auch im R,, solche Paare von 
Configurationen construirbar sind, wie eine Discussion beweist, so folgt: 
„Es gibt für g> 1 auch im R,, Paare sich ein- und umgeschriebener 
(r+1)-Eeke*. 

16. Theorem LIll. Soll ein R, singulär für einen Complex sein, so 
gilt dies für (A+1)(2r—)):2 Bedingungen. 

Denn er ist durch (4+1) Punkte P, bestimmt. P, erfordert r Ge- 
rade durch ihn, P, erfordert ausser P,P, nur mehr r—1 Gerade, P, ausser 
P,P,, P,P, nur noch r—2 u. s. w. bis r— 4, also insgesammt A +1)r—(4+1)4:2. 

17. Kronecker hat Berl. Mon. 1874 die Bemerkung gemacht, dass zu 
jeder Correlation A ein Nullsystem A— A und ein Polarsystem A+4 gehöre. 
Mit dem letzteren stimmt ein Satz von Schröter in diesem Journal Bd. 77 überein. 
Ich werde überhaupt A+4A’ das „natürliche Büschel“ von A nennen. 

Theorem LIV. Wenn eine Correlation ein lineares System bildet, 
varürt sowohl ihr Nullsystem N als ihr Polarsystem P je in einem linearen 
Systeme. 

Durch Entwicklung wird (A+AB) = A+4Bb und also 

(A+4AB)+(A+/B) = (A+A)+4(B+B), 
sowie 
(A+4AB)—-(A+4B) = (A—A)+4(B—B),. 

Theorem LV. Jedes Nullsystem mit jedem Polarsystem combinirt setzt 
ein natürliches büschel zusammen. 

Denn (P+4AN) = P'+AN und (P+4AN)+(P+iN) =2P, 

(P+4AN)—-(P+1AN) =2AN, 
also enthält das natürliche Büschel jeder Correlation in P+AN diese P, N. 
Anmerkung. Im Raume AR,.,,. aller Correlationen bilden alle natür- 


r+2r—]1 


lichen Büschel die Strahlen eines linearen & Complexes. Nämlich 
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es sind zwei Räume AR ...„,., R..:96_)n Kaum der Polarsysteme und Raum 
der Nullsysteme vorhanden, welche als Direetricen dienen; jeder Strahl, 
welcher beide Räume trifft, ist wegen LV ein Complexstrahl. LIV sagt 
dann aus, dass die Complexstrahlen, welche von den Punkten eines AR, 
ausgehen, auf den Directrix A, R’ lineare Stützräume liefern*), — Ein 


Ä ’ ü PLör4+2 . 
allgemeines * Correlationssystem enthält erst bei Ak = ein Null- 


2 


system und erst bei =, ein Polarsystem. 


18. Mit jeder Correlation im A, ist ein linearer Strahleneomplex 
verbunden, der durch N vertretene. Da aber der R,_, eines P durch den 
Schnitt der in A und A’ entsprechenden AR,_, hindurchgeht, folgt: 

Theorem LVI. Die Geraden, welche in einer Correlation involutorische 
Punktreihen tragen, bilden einen allgemeinen linearen Strahlencomplex” 

Dies folgt auch aus dem Resultate für die ebene Correlation, dass 
der Punkt o von ©! Uorrelationen eines Büschels eine (Gerade be- 
schreibt**). Cf. meine „Bemerkung ete.“ Math. Ann. Bd. XIX. 


| St rahlencomplex]} 


FE | ein lineares System durchläuft, so 
r—2"-LOMPIEeX . 


19. Wenn der 


R - Complex ) 


. Denn es 
Strahlencomplex 


ui 2a \ 
auch sein Nullsystem, aber nicht der verbundene | 


giebt zweierlei lineare Systeme von Nullsystemen. je nachdem der einem 
P entsprechende AR,_, ein lineares System beschreibt oder der einem AR 
entsprechende P. Umgekehrt also lautet es: Beschreibt N ein lineares 


*) Die vollständigen R, dieses Complexes sind jene, in welchen die enthaltene 
(r+1)(r+?2) 
Correlation ein Polarsystem wird. — Es giebt x | Correlationen, aus denen 
gegebener Complex 7’ wie in LVI entsteht. 

**) Theorem. Die Geraden, welche in einer willkürlichen Correlation des R, projec- 
twische Punktreihen von gegebenem characteristischen Doppelverhältnisse D tragen, bilden 
einen quadratischen Complex I, der als Singularitätenfläche zwei M}_, besitzt. Alle 
diese &' Complexe bilden einen Büschel, und auch die x' M}_, bilden ein und dasselbe 
Büschel, in welchem auch die beiden Incidenz-M}_, der gegebenen Correlation vorkommen. 
T'n ist der Tangentencomplex einer Ineidenz-M}_,, 7’, der Complex der „Wechsel- 
strahlen“, Z7)-_ı ist (T)’. Beim Polarsystem degenerirt der lineare Complex in den 
Geradenraum, daher vereinigen sich alle 7’, in den Tangentencomplex der Kernfläche, 
beim Nullsystem vereinigen sie sich in den Complex des Nullsystemes, zweimal gezählt. 

Theorem. Sind irgend zwei Correlationen im R, gegeben, so bilden die Geraden, 
auf denen zwei Projectivitäten entstehen, die apolar sind, einen quadratischen Complex 
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System im einen oder andern Sinne, so beschreibt entweder der Strahlen- 
complex oder der R,_,-Complex ein lineares System. 

20. Theorem LVH. Die vollständigen R, eines linearen Strahlen- 
complexes bilden von =] bis =g je einen linearen R,-Compler von der 
in XLIV angegebenen Dimension. 

Zunächst für R,. Um die durch ?, gehenden vollständigen R, zu 


haben, verbinde man P, mit den in einem A,_, seines R,_, enthaltenen 


r—2 


vollständigen AR 


„.., weil die R, in dem A,_, enthalten sein und einen R,_, 


in jenen R,_, schneiden müssen. Im AR,_, wird P, angenommen und man 
geht wieder so vor. Nach Annahme von P,, ..., P,_, erhält man die 


dureh sie gehenden vollständigen R,, indem man sie mit den Strahlen in 


7 
einer Ebene des ihrem A,_, entsprechenden R,,, verbindet, sodass sich der 
in dieser Ebene enthaltene Punkt F mit einstellt und aber die AR, die 
Ebene mit enthalten, einen R,,, bilden. 

Ebenso für R,. Man beginnt mit P, und setzt fort bis P,_,, durch 
deren R;_, gehen vollständige R,, welche eine R,_,,,, des dem R,_, ent- 
sprechenden AR,_,,, in Strahlen des linearen Complexes schneiden, also 
selbst einen linearen Complex um den R,_, als Axe bilden“). 

21. Theorem LVIII. Irgend r—1l x’-Bündel von R,_, mit Axen 
R,_,. welche unter einander (r—1)-linear bezogen sind, bringen durch den 
Schnitt von je r—1 zusammengehörigen R,_, einen Strahlencomplex der Ord- 
nung und Klasse r—1 hervor. Wenn aber die durch sie entstehende Mi; in 
r—1 R,_, durch die r—1 Axen zerfällt, wird der Complex linear””). 

In jeder Ebene AR, entsteht durch Schnitt eine (r—1)-lineare Ver- 
wandtschaft unter den Geraden und die Ineidenzeurve ist von der Klasse 
r—1. ebenso schneiden die Büschel von R,_, durch einen Punkt P einen 
R,_, in r—1 Büscheln, welche (r—1)-linear sind und daher eine M/Z; her- 
vorbringen. — Andererseits ruft jeder lineare Complex unter r—1 Bündeln 
eine (r—1) lineare Verwandtschaft hervor, welche, wenn man r—2 R,_, 
mit der Axe R,_, des letzten R,_, Büschels schneidet, eine M/Z; 


r—1 


hervorbringt, 


die nr—1 R,_, durch die Axen R,_, zerfällt. Der etwas umständliche Be- 


1 
i 


weis, dass die Bedingung auch hinreicht, muss des Raumes wegen wegbleiben. 


*) Es gilt auch das reciproke Theorem von ALIII. [Corr.] 
**) Die Auffassung des (reradenraumes als Schnitt von r—1 x°-Systemen von 
R,_ı ist nur dual zur Auffassung und Abbildung des R,_»-kaumes auf Grund der 


Schnittpunkte der R,_2 mit r— 1 gegebenen Ebenen des A,. 
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d. 
Die Abbildung von Complex w Geradenraum auf Punkträume, 

1. Es kommen hauptsächlich zwei Wege in Betracht. Entweder es 
wird zuerst der Geradenraum abgebildet und hiermit der Complex auf eine 
unieursale M,_,, deren Abbildung auf R,_, nachher erfolgt, oder es wird 
erst der Complex abgebildet und der Geradenraum aus &' Complexen zu- 
sammengesetzt. 

Erstes Abbildungsverfahren. 

Indem ich No. 3 aus $ 4 wieder aufnehme, schneide ich alle Complex- 

strahlen mit zwei R,_,:A}_,, A._, in Punkten a’, a’ und beziehe diese 


r—| 


collinear auf zwei R,_,:B/_, B!_,. welche in einem R;,_ 


‚ enthalten sind, 
sodass den a’, a’ die Punkte 5’, b” entsprechen, und weise dem Strahle 
a=a'a" den Strahl 5=b'b" zu. Die Correlation (XXXIN) unter a, a" 
überträgt sich in eine Correlation unter 5b’, b’, und die Geraden 5b’, b" er- 
füllen also eine M;,_,*), welche einen R,_, in dem R,,_, in einer M), 

schneidet, b’b’ in einem Punkte 5... Dann ist %, das Bild von a. Gleich- 


zeitig ist der ganze Strahlenraum von AR, auf die Punkte des R,,_, abge- 
bildet. Die M;,_, enthält zwei feste R,_,, Schnitte des R,,_, mit den bei- 
den B;_,, B}_. Dem Schnitte D,_, von A)_,, A,_, entsprechen in den 


" 


Collineationen zwei Räume D,_,, D,_, welche collinear sind und durch 
die Verbindungslinien (%) entsprechender Punkte eine M/Z) hervorbringen, 
welche den AR,,_, in einer M/Z} schneidet, die also B’, B” je in einem 
R._, trifft. 

Theorem LIX. Der Strahlenraum des R, kann auf einen Punktraum 


7 


R,,_, derart abgebildet werden, dass den linearen Strahlencomplexen M; 
entsprechen, welche zwei sich nicht schneidende R,_, und eine M/Z,, die jene 
in zwei R,_;, trifft, gemeinsam haben. 

Einem ebenen Strahlbüschel von AR, entspricht eine M7 in R,,_, und 
daher ein Complex zweiten Grades einem R,_;; wenn dieser durch einen 
fundamentalen R,_, geht, wird jener Complex linear. Das Strahlbüschel 


*) Wenn dagegen zwei R,_, im R.,_, durch eine Reciprocaltransformation auf 
einander bezogen sind, so erfüllen die Verbindungsgeraden eine M. (cf. XLVII oben). 
Allgemein ist die M,+,, welche durch Verbindung je zusammengehöriger Punktepaare 
entsteht, wenn man unter den R,_, eine solche Verwandtschaft von Punkten und R; hat, 
die der Schnitt von r—1-—) simultan gegebenen Correlationen ist, von der Ordnung 
2’-1-/, Jede dieser Mannigfaltigkeiten ist unicursal. 

Journal für Mathematik Bd. CXVIIl. Heft 2. 14 














106 Kantor, Theorie der linearen Strahlencomplexe im Raume von r Dimensionen, 


hat sein Centrum in A” und seine Ebene trifft A’ in einer Geraden, wenn 
ihm eine Gerade über B’ entspricht; daher: Geht R,_; durch (B', R,_.), 
enthält der entsprechende Complex in AR, vollständig den A”, und resp. 
für (B’, R,_.) und A’. Dem Complexe, welcher (A’, A”) als singulären 
R,_, hat, entspricht der Raum R,,_, der M/Z} doppelt gezählt. 

2. Die Räume D’, D” sind in einem S#,_;. Benutzt man einen 
R,,_, durch # statt des obigen allgemeinen R,,_,, so folgt: 

Theorem LX. Der Strahlenraum des R, kann auf einen Punktraum 
R,,_, derart abgebildet werden, dass den linearen Strahlencomplexen M;,_; 
entsprechen, welche durch eine feste M’_, gehen, die selbst in einem R,,_; 
enthalten. ist. 

Jetzt entsteht zu einem ebenen Strahlenbüschel von AR, zunächst eine 
M;, welche aber den R,,_, schon in einer A und also nur weiter in einer 
(reraden schneidet, die jene % trifft: Hieraus folgt, dass den Strahlen einer 
Ebene AR, die Punkte einer Ebene durch eine Gerade Ah entsprechen. Ein 
allgemeiner Punkt von # ist Bild einer Geraden von D,_,, also entspricht 
einem AR,,_,; des R,,_, ein linearer Complex 7, welcher D,_, vollständig ent- 
hält. Zu Strahlenbündeln von A, entstehen die M/;, welche durch M/Z; gehen, 
also sind jetzt die Bilder wieder R,_. Hat 7’ einen singulären AR, in D, 
so entspricht ihm eine M;,_;, welche eine % als Doppelgerade hat; hat er 
einen singulären R, in D, so hat M;,_; alle oo’ A als doppelt, also auch 
deren R,,_, als doppelt. Es ist so ein Complex mit singulärem AR, auf eine 
M;,_, mit Doppel-R;,_, abgebildet. Projieirt man eine M;,_, von einem ge- 
meinsamen Punkte aus auf R,,_,, so erhält man: Der lineare Strahlencomplex 
!' im R, kann auf einen Punkt-R,,_,;, so abgebildet werden, dass den Schnitten 
von I mit den übrigen linearen Complexen M;,_, durch zwei feste R,_,, eine 
M;,_; und eine feste M/Z;, welche jene in zwei R,_, schneidet, entsprechen. 

Und aus LX erhält man: Es können als Bilder der linearen Schnitte 
auch M?},_, genommen werden, welche durch eine feste M/_-} und eine feste 
M;,_; gehen. Nur für diese letztere Abbildung tritt eine Ausnahme ein und 
zwar bei r=3, da die Schnitte der M3 mit den anderen M; aus LIX sich 
in eime feste M} und bewegliche M; zerlegen, sodass die stereographische 
Projeetion M} durch einen festen M7 liefert, also durch diese Zerlegung die 
Abbildung von S. Lie für R, aus Math. Ann. Bd. V*) als speciellen Fall. 


5) 


“) Jedenfalls ist aus meinem Texte ersichtlich, dass sich für r=5 an die Seite der 








h 
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3. Irgend eine Collineation H im AR, bewirkt eine lineare Trans- 
formation unter dessen R,, welche durch die Abbildung aus LX eine 
birationale Transformation im AR,,_, wird, in der das System der M},_, in- 
variant ist und alle Treffgeraden der M-} ebenfalls unter einander trans- 
formirt werden. Der vollständige D,_, liefert einen R,,_, im R,,_,, welcher 
fundamental wird. Daher: Die birationale Transformation ist quadrato- 
quadratisch; die homaloidalen M,;,_, gehen durch M/_) und je einen R,,_,, welcher 
den R,,_; der M/Z; in einem R,,_- und die M/-) in einer M/Z schneidet“). 

Wenn H den D in sich verwandelt, hat sie als Bild sogar eine 
Collineation im AR,,_,, welche die M/_} invariant lässt. 

Für die Abbildung LIX jedoch wird AR, des R,_, in eine Regel- 
schaar des R,, diese durch H in eine andere Regelschaar verwandelt, deren 
Schnitte mit A’, A’ zwei M; sind, deren Abbildung also eine M} wird. 
Die "Transformation ist von vierter Ordnung und wird, wenn A’ invariant 
bleibt, von dritter, wenn D invariant ist, von zweiter Ordnung. Im letzteren 


Falle besitzt sie M/Z und je einen R,,_, als fundamental. 


Zweites Abbildungsverfahren. 

Ich bringe den Geradenraum im A, durch r—1 Bündel von je ® 
R,_, hervor, jedes mit einer Axe A,, beziehe diese Bündel willkürlich 
correlativ auf r—1 Bündel von je ®’ R,,_, im R,,_,, jedes mit einer Axe 
AS}_,, also so, dass den A,_, von A die R,,_, von A linear entsprechen. 
Ein Strahl s bestimmt dann mit jedem A" (r—1) R,_,, diesen entsprechen 
(r—1) R,,_, und diese schneiden sich wegen (r— 1)(2r—4)—(r—2)(2r —2) = U 
in einem Punkte S, welcher als Bild von s verwendet wird. Wird S in 
einem R,=g bewegt, so beschreiben die R,_, r—1 projeetive Büschel, 
denen in A, r—1 projective Büschel von R,_, entsprechen. Diese letzteren 
erzeugen eine Regelfläche M}”", wie man sich durch den Schnitt des Gan- 
zen mit einem A,_, überzeugt. Nun sind allgemein aus einer Kegelschaar 
M} gerade » Geraden in einem /' enthalten, daher sind die Bilder der 
linearen Complexe M;;. Irgend ein Punkt P von A giebt mit den 


Lie’schen Abbildung eine andere stellt, wo nämlich die linearen Congruenzen abgebildet 
sind durch M}, welche eine zerfallende M} und eine diese zweimal treffiende M?, also 
eigentlich eine M° mit fünf scheinbaren Doppelpunkten (also p = 1) gemeinsam haben. 





. r—] r—1 . 2 r—1 
*) Dem R.,_s entspricht der R.,_; von M,_-ı und der M,_ı eine M;,-s durch M,_; 
und R3,_.- 


14* 
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übrigen A verbunden (r—2) R,,_,, denen (r—2) R,_, entsprechen, die sich 
in einer Ebene schneiden, welche oo' Geraden von Z' enthält und diese 
haben P als Bild. Also geht M5Z, durch alle Axen A". Ferner giebt es 
»""* Geraden, welche alle A treffen, und jeder entspricht in AR, eine 
(serade, deren Complex @;,,_, in allen Complexen enthalten ist, die den 
R,,_; von R,,_, entsprechen. Diese Complexe sind (r—1)-ten Gerades*), weil 
einem ebenen Strahlbüschel von s eine Curve (r—-1)-ter Ordnung von S 
entspricht. 

Die Strahlen s durch einen Punkt O sind Schnitte von AR,_, der 
Büschel durch 0, die entsprechenden Büschel von AR,_,, d. h. die ent- 
sprechenden R,,_, schneiden sich in einem A,_,, daher entsprechen den 
Strahlenbündeln solche R,_, (22), welche die A in je einem R,_, schnei- 
den. Also entsprechen irgend einem A,_, von R’ Strahlencomplexe, von 
welchen durch jeden Punkt des AR, ein einziger Strahl geht. Ein A, 
schneidet einen 42,_, in einer Geraden, dieser entspricht ein Kegel der 
(r—1)-ten Ordnung, der dem A, entsprechende Complex hat also die Grad- 


zahl [O, r—1]=r—1. — Den Strahlen s, welche A® treffen, entsprechen 
je ®' Punkte einer Geraden o, und wenn s in einem R,_, durch 4% ist, 
so ist o in einem festen A,,_,;, durch A®'. — Wenn g in R einen A 


schneidet, so ist die entsprechende Regelschaar des AR, ganz in einem R,_, 
durch A® enthalten und nur noch von der Ordnung r—2, wenn g 4 A” 
schneidet, wird die Ordnung r—4—1; es folgt so, dass die A" nur einfach 
für die M5;}, sind. — Wenn R;,_, einen A enthält, so entspricht ihm im 
R, ein linearer Complex, der den entsprechenden R,_, als punktsingulär 
besitzt. Die Mannigfaltigkeit von Geraden o, welche den s entspricht, die 
A) treffen, ist also eine M5-Z;. — Wenn ein Strahlenbüschel von s einen 
A® in einem Punkte schneidet, entspricht ihm ausser der Geraden o nur 
noch eine M/””, welche ganz in einem AR,,_, durch A®' enthalten ist. Die 
Geraden o, sei erwähnt, schneiden jedesmal r—2 unter den r—1 A. 

Ich werde die Beschreibung, was einem AR, des AR’ und andererseits 
den Complexen aller Strahlen, die einen gegebenen R, in AR, treffen, ent- 
spreche, nicht weiter führen und bemerke nur, dass man die Ordnung 
der M37', durch angemessene Annahme der Correlationen und der Axen A® 


herabmindern kann. 


*) d. h. die Schubertsche Gradzahl [0, r—1]|=r-1. 
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Drittes Abbildungsverfahren. 

1. Verbindet man im A, die Paare entsprechender Punkte p, p' 
einer Collineation durch Geraden s, so entsteht ein ”-Strahleneomplex von 
der Eigenschaft: Alle seine Strahlen schneiden r+1 feste R,_, in unter 
einander projectiven Punkt-(r+1)-tupeln. Hat die Collineation einen R, von 
Doppelpunkten, so schneiden alle s den complementären R,_, ,=D, und 
es ist wie i. A. der Complex auf den Punktraum und gleichzeitig mit In- 
eidenz abgebildet. Also auch für =r—2 ist der ’-Complex aller Ge- 
raden, welche R, =d treffen, auf die Punkte des A, abgebildet. 

Theorem LXI. Der x’-Complex aller Treffstrahlen von d ist auf 





den Punktraum so abgebildet, dass die Schnitte mit den linearen Complexen 
von R, sich als M/_, durch 2 feste Punkte auf D und einen festen R,_, abbilden. 
Diejenigen Strahlen, welche auch einen A,_, schneiden, vertheile 
ich in ©! R,_, durch diesen R,_.. Diesen entsprechen ®' R,_, durch den 
in der Collineation entsprechenden AR,_,, und je zwei entsprechende AR, 
schneiden sich in einem AR,_,, der die Bildpunkte aller von einem festen 
Punkte in d nach dem A, , laufenden s enthält. Das Erzeugniss der bei- 
den AR,_,-Büschel ist eine M,;_,, welche durch alle Doppelpunkte der 
Collineation geht. Da die Complexe mit singulären AR,_, linear den Ge- 
sammtraum der linearen Complexe bestimmen, so folgt das T'heorem*), 
Ich setze nun den ganzen Geradenraum aus x” derartigen Com- 
plexen zusammen, deren Axen d in einem festen A,_, durch einen festen 
Punkt 0 gehen, und beziehe den A, collinear auf x” B,, welche einen 
R,,_, erfüllen. Dann wird jeder Punkt S von R,,_, Bildpunkt eines einzigen 
Strahles von A, und umgekehrt. Um die collinearen Beziehungen R,—B 
zu vermitteln, projieirt man am einfachsten von einem festen O,_, im R,,_, die 
Punkte des A, auf die B,.. Die für LXI schon benöthigten Hülfscollineationen 
mögen dann alle einen festen Doppelpunkts-AR‘?, und O als Doppelpunkt, 


yo 5 


den zweiten Doppelpunkt von d aber in einem festen X,_, des A,_, be- 


*) Hiermit folgt für r=3 eine Abbildung des speciellen Complexes auf den 
Punktraum, welche gänzlich verschieden ist von der Sturmschen Abbildung (in seinem 
Buche). Eine ebenso verschiedene Abbildung folgt hier noch weiter unten. Man kann 
übrigens leicht ganz direct den Complex x”-'+* aller Geraden s des A,, welche einen 
festen R, treffen, auf einen R,_ı+, abbilden. Man schneide sie mit einem Transversal- 
R,_ı und beziehe AR; und AR,_ı collinear auf T;, und T,_,, beide gelegen in einem R,,ı. 
mache hiedurch jeder s eine Gerade über T,;, T,_, entsprechen und schneide diese Ge- 
raden mit einem Transversal-A,.ı;-ı des R,r,. 
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sitzen. Einem linearen Complexe 7’ von R, wird eine M,,_, entsprechen 
durch den festen Q2,,_,, der R, und O,_, enthält. 

Das »’”’-System von Collineationen im AR, soll nun weiter dahin 
festgesetzt werden, dass die Partialcollineation im R,_, (R®,,O) fest bleibt, 
sodass die vollständige Bestimmung durch eine Projeetivität H unter den 
R,_, von A{, geschehen kann. Wenn X,_, durch den R,_, (R®,, A,_,) 
geht, hat H zwei feste Doppelelemente und es mögen den «' H, die übrig 
sind, &' R{D,, in welche sich die Axen d vertheilen, entsprechen. Was 
entspricht nun einer geraden Punktreihe g von R,,_,? 

(O,_3 9),_ı schneidet den R, in einer Geraden g', welche die Bild- 
punkte der oo! Geraden S in gewissen oc' Complexen enthalten muss. 
Diese Complexe haben ihre Axen d in einem Strahlenbüschel, welcher in 
der Zuweisung unter den d und B, den durch die Punkte von g gehenden 
B, entsprechen muss. Dieser Strahlenbüschel macht die AR, projectiv zu 
den R,_, durch AR{D,, und erzeugt dann mit diesem Büschel einen Kegel- 
schnitt e, welcher die Stützpunkte der S enthält, die den Punkten von g’ 
in den oo! Complexen entsprechen. g und ce bestimmen durch ihre Pro- 
jeetivität eine M}, welche die der Punktreihe g entsprechenden S enthält. 
Hieraus folgt, dass die M,,_; die Ordnung 3 haben, also: 

Theorem LAII. Durch den beschriebenen Process wird der Geraden- 
raum von R, auf den Punktraum R,,_, derart abgebildet, dass die linearen 
Complexe von M;,_, durch einen festen R,,_,, einen festen R,_, und mit einem 
festen Doppelpunkte in diesem abgebildet werden. 

Viertes Abbildungsverfahren. 

Man hätte jedoch die Grundidee der Zusammensetzung aus & 
Complexen noch anders ausführen können. Auf allen Geraden werden 
dureh r+1 feste AR,_, ©0””” projeetiv verschiedene Punkt-(r+1)-tupel be- 
zeichnet und sie theilen sich demgemäss nach 1 in &’””” (r+1)-edrale 
Strahleneomplexe /, deren jeder mit Incidenz auf den AR, abbildbar ist. 

Ich nehme nun im A,,, eine C,,,, in dieser drei feste Punkte 
P,. P,, P,, sodass r—2 weitere Punkte in ihr ein Punkt-(r+1)-tupel be- 
stimmen, und diese werden alle projeetiv verschieden sein, entsprechen also 
eindeutig den x’””” Complexen /, oder da ihre Schmiegungs-R, den RUV,, 
Schnitt der Schmiegungs-R, in P,, P;,, P; in je einem Punkte Q durch- 
schneiden, entsprechen die Punkte Q eindeutig den f. Die Strahlen durch 
‚„ In Punkten p, welche ich als Bildpunkte von 4 


0 schneiden nun R 
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nehme, sodass die Strahlen jedes / auf die Strahlen des Punktes QO ab- 
gebildet sind und der Geradenraum von AR, auf die Geraden von A, 
welche A{!, treffen. Diese letzteren werden dann einfach abgebildet, indem 
man den AR, und einen Transversal-R, des R,,, eollinear auf einen R}_, 
und einen R, in einem AR,,_, bezieht und deren Transversalgeraden mit 
einem Bild-R;,_, schneidet. 

Die Complexe / können aber auf folgende Weise individualisirt 
werden. Sei der Scheitel V des Complexkegels C fest. Der letztere ist 
von der Ordnung r—1 und schneidet also einen festen R,_, durch r—2 der 
Doppelpunkte in einem freien Punkte X und mit / ändert sich C, also 
auch K eindeutig, und durch K ist die Gerade KV, also ihr Punkt-(r-+1)- 
tupel, also / bestimmt. 


Fünftes Abbildungsverfahren. 


l. Theorem LÄIII. Alle linearen Strahlencomplexe T' des R,*), 
welche einen vollständigen”*) R, , gemeinsam haben, bilden ein homaloidales 
x" System, d. h. je 2(r—1) unter ihnen schneiden sich in einem einzigen Strahle. 

Der R,_, gilt für re Strahlen, daher ist die Dimension 


ee — | mm. 2. au 2) =2(r—1). Hätten 2(r—1) Complexe 2 gemein- 





same Strahlen, S,, S, so würden diese einen AR, bestimmen, welcher R,_, in 
einer Geraden schnitte und diese würde mit S,, S, eine M} bestimmen, deren 
Leitstrahlen gemeinsam wären. 

2. Hiermit ist aber jede Gerade des A, auf die ©”"*-Systeme von 
Complexen, jede auf das durch sie bestimmte, abgebildet, also auf die R,,_; 
eines R,,_, und durch Dualität auch auf die A, eines R,_,*). Es ent- 
sprechen dann den R,,_, desselben die Geraden eines /’ durch R 


da sich 2(r—1)—1 dieser Z’ in einer Regelschaar M} schneiden, entspricht 


‚> Und 
diese den Punkten einer Geraden und einem allgemeinen linearen Complexe 
!' entspricht also eine M;,_,. Es sei A,_, der Raum, welcher dem 7' ent- 
spricht, dessen Strahlen alle den AR,_, treffen. Alle Strahlen S, welche 
R,_, im selben Punkte F schneiden und im selben R,_, durch A,_, ver- 
laufen, haben einen Punkt S als Bild, weil alle Complexe 7”, welche 


*) Für r=3 erhält man das x*-System der Complexe, welche einen festen Strahl 
enthalten und deren oc’-Systeme hiermit als Bilder der ihnen gemeinsamen zweiten 
Strahlen dienen können. 

**) Of, die Definition in $ 2 Nro. 6. 
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einen dieser Strahlen enthalten, alle enthalten. 


die entsprechenden R;,,_, schneiden sich also in 


dass sich zwei R,_, in Collineation herausstellen, 


Pie 


aus Theorem LX des ersten Verfahrens“). 


Im AR, wird ein A,_, und ausserhalb ein 


weitere R,,_4: (O,_4, Da,_,) welche im selben 
Dann wird das Bild S eines Strahles s von AR, 


Bild @ in A’ hat. Die Gerade s schneidet A 
bestimme man unter jeder Geraden a und der 


welcher die Punkte auf B, C, D den Punkten 


Bild ist. 


einfachung tritt ein, wenn in der Projeetivität 


der Construction der M3,_3 aus gegebenen Punkten. 
sowie $ 6.) 


Raume von r Dimensionen. 


Alle Punkte S, welche 


den Strahlen durch einen Punkt F von R,_, entsprechen, bilden eine Ge- 
rade, weil jene Strahlen der Schnitt aller Z” sind, welche in F einen sin- 
gulären Punkt besitzen und die Gesammtheit dieser Complexe ist oc” ', 


einer Geraden 0. Es er- 


scheinen also in A,_; %””” Geraden o, welche allen M;,_, gemeinsam 
sind. Es genügt, irgend zwei Complexe 7” herauszunehmen, um zu sehen, 


als deren Erzeugniss jene 


(seraden o auftreten, sodass sie eine M/-} bilden. Also: 
Die Abbildung, die so gewonnen wird, führt auf das M;,_;- System 


Sechstes Abbildungsverfahren. 


Punkt O0 genommen. Der 


(reradenraum a von A wird auf einen A;_, abgebildet, was als erledigt 
vorausgesetzt wird. Es werden drei R,_, (B,_., C,_., D,_) Im R, an- 
genommen und zum A’ ein Punkt O0’ ausserhalb desselben, sowie zwei 


R,_, mit 0° und A’ sind. 
wie folgt bestimmt: 


Die Ebene Os schneidet den A in einer Geraden a, welche ein 


in einem Punkte P. Nun 
O'« eine Projectivität, in 
auf A’, C', D’ entsprechen. 


In dieser wird dem P ein Punkt S entsprechen, welcher das gesuchte 


Wenn nämlich nur ein Complex Z' abgebildet wird, so ist in Os ein 
Strahlenbüschel enthalten, von welchem durch P i. A. ein einziger s geht, 
so dass s durch P und die Ebene Os bestimmt ist. — Eine kleine Ver- 


unter a und O’« stets der 


Punkt auf C dem Punkte 0’ entspricht, sodass ©’ entfällt. 

Endlich kann speciell O im Raume A selbst genommen werden. — 
Bei der factischen Abbildung ist mit r= 3 zu beginnen und dann successive 
auf Grund des Geradenraumes von A vorzuschreiten. 


*) Mit Hülfe dieser sowie der ersten Abbildung ergiebt sich also auch: Die Con- 
struction eines linearen Complexes aus Strahlen kann erledigt werden gleichzeitig mit 


(Of. oben $ 4. nach XXXIV, 
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Siebentes Abbildungsverfahren. 
1. Theorem LXIV. Die einem festen R,_, in Bezug auf die Com- 
plexe I” eines linearen x’ ""-Systemes*) zugeordneten** 


) Geraden erfüllen 


vollständig und einfach den Geradenraum von R,, wenn r=2g-+1. 

Ist s diese Gerade, so seien in ihr zwei Punkte P,, P, genommen; 
es muss in dem Nullsysteme des zugehörigen 7" den Räumen AR, ,P,, 
R,_P; je der Punkt P,, P, entsprechen. Das sind genau 2(r—1) Bedin- 
gungen, wodurch 7” linear bestimmt ist. 

2. Hiermit ist sofort eine Abbildung der s auf die Individuen eines 


linearen R,.,_., gegeben. Beschreibt 7" einen Büschel, so seien A, B zwei 
R,_, durch R,_. Ist nun r=2g+1, so entsprechen dem A in den 7" 


oo' Punkte einer Curve C,, ebenso dem B, beide €, sind projeetiv und er- 
zeugen eine M}”. Ist r=2g, so beschreiben die singulären Punkte eine 
Curve C,*), der dem A,_, entsprechende Punkt in den Schnitteomplexen 
von A mit den /” beschreibt eine Curve C©,_,; €, und C,_, sind projeetiv 
und erzeugen eine M;'. Hieraus folgt, dass für r=2g+1 einem all- 
gemeinen linearen Complexe /’ von s ein System (r—1)-ter Ordnung & von 
I" entspricht, während für r = 2g die M/”' aus Treffgeraden von R,_, besteht. 

Wenn für r=2g-+1 die singuläre Axe eines Complexes 7" den 
R,_, schneidet, so entspricht ihm nicht bloss die Axe, sondern eine ganze 
Ebene, d. h. alle Geraden derselben. Das System & geht also durch diese 
Complexe 7”, welche 7”, heissen mögen, hindurch. Nun ist der Ort der 


r—1 
singulären Axen eines linearen oo’ Systemes von /” eine M,* diese 


schneidet R,_, in Punkten, daher: 


4 
Theorem LXV. Die Geraden des R;,,,, können auf einen R so 


abgebildet werden, dass den linearen Complexen von R, M;, 


22 entsprechen s 
1 


ya 
4 


welche eine M,,-, gemeinsam : haben. 


Achtes Abbildungsverfahren. 


1. Theorem LXVI. Die singulären Axen, welche in einem linearen 
oo"=!.System von Complexen enthalten sind, erfüllen vollständig und einfach 
den Geradenraum des R,, wenn r = 2g-—1. 


*) Of. den II. Theil der Abhandlung. 
**) Sie besitzt vielfache Mannigfaltigkeiten. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 2. 
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Denn nach No. 9 $ 4 gilt die Annahme eines singulären Punktes für 
! als r lineare Bedingungen und dann die Annahme eines zweiten sin- 
gulären Punktes als r—1 lineare Bedingungen, beide reichen also hin zur 
inearen Bestimmung eines 7" 

Die Abbildung ist also bewerkstelligt auf das oo””’-System von 
singulären Complexen. Dieses ist von der Ordnung q (ef. $ 6), also M}_, 
im A,,_;. Es wäre also hier die Abbildung dieser Mannigfaltigkeit auf den 
R,,_,*) zu suchen. 

2. Theorem LXVII. Wenn in einem R,,_, die Complexe eines linearen 
x" "-Systemes alle einen vollständigen R, gemeinsam haben, so erfüllen ihre 


singnlären Aren (ef. ALVI.) den Geradenraum dieses R, einfach und voll- 


ständig. 

Nach XLVI besitzt jeder /' eine singuläre Axe im A,. Soll F in 
R, singulär für 7’ sein, so kennt man noch r—1 Gerade durch ihn und 
ausserhalb A,, dasselbe für F' in R,, wonach aber hier keine Gerade in 
Wegfall kommt, da FF’ schon mit dem AR, gegeben ist, also absorbirt die 
singuläre Axe FF 2(r—1) lineare Bedingungen. 

In $ 7 wird bewiesen, dass die Axen der 7’ eines Büschels dieser 
Art eine M;”" erfüllen, sodass das System, welches einem linearen Complexe 
von Axen entspricht, diese Ordnung hat. Ebendort wird bewiesen, dass in 


u) 


- 


5 . ») . ne . ® .. 
einem linearen »°-Systeme dieser Art — Complexe mit singulärem 


1 
4 
D . Ip r—1 . 
R, vorhanden sind, sodass es ein System »””* der Ordnung - -) giebt, 


durch welches jene Systeme hindurchgehen. Also: 
Theorem LXVIII. Abbildung des Geradenraumes von R, auf einen 


sr = 


R,,_, wird hier so erfolgen, dass den linearen Complexen I’ M,;;._; entsprechen 
’—1 


mit einer gemeinsamen M;,';. 


Neuntes Abbildungsverfahren **). 


Ich nehme in einem R,,_, einen R, und einen R,,_, (A,, B,,_,) und 


> 


ein lineares &'""-System von Complexen T'. 
Dann gehen durch einen Punkt P von B,,_, x”"" Strahlen, welche 


.\ 


) Sie besitzt vielfache Mannigfaltigkeiten, indem sie die Discriminante von 7’ ist. 
**) Diese Abbildung ist besonders merkwürdig. Die Constructionen zur Erhaltung 
des Bildes sind durchaus linear. 
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den 7’ gemeinsam sind, und bilden einen AR,,, Schnitt der dem P in den 
Complexen 7' entsprechenden AR,,_,. Dieser R,, trifft B, in einer Geraden s. 
Ist aber s gegeben, so gelangt man eindeutig zu P. Denn P muss in 
den der Geraden s vermöge der 7’ entsprechenden R,,_, enthalten sein. 
Diese r—1 R,._, schneiden sieh in einem AR der Dimension 
r-V)Br—3)—-(r—2)Br—1) = r+1, 

und dieser A,,, trifft B in P. 

Einer Geraden von B entspricht eine M}”' von A,, Erzeugnis von 
r—1 Büscheln von R;,_, im Schnitte mit A,, “also den linearen Complexen 
von A, M;Z; in B. Gemeinsame Punkte sind jene, deren entsprechender 
R,, den A sofort in einer Ebene e schneidet. Lässt man P in einer Ebene 
R, variiren, so erhält man r—1 Bündel von R,_,. welche in eollinearer 
Beziehung sind und den A, in r—1 Bündeln von AR,_, schneiden, die 


, ö r’—1 | 
eollinear sind und also ( Fr )(r—1)-tupel von R,_, geben, die sich in 
einer Ebene durchschneiden. 


Die Abbildung erfolgt also so, dass den linearen Complexen I' von 
r—] 


R, M;,-; durch eine gemeinsame M;,;, entsprechen*). 

Anmerkung. Ist im R, ein R, und ein &’ System von Complexen 
/' gegeben, so schneiden sich die einem Punkte P von R, entsprechenden 
R,_, in einem AR,_,_,, welcher einen festen R,,, in einem AR, schneidet. So 
entsteht im AR, ein »*-Complex von Geraden, der direet auf den A, ab- 
gebildet ist. Dasselbe Verfahren kann auf die Abbildung des R,-Raumes 
und der R,-Complexe angewendet werden. 


Zehntes Abbildungsverfahren. 

1. Jeder ®,-Complex des AR, mit der Gradzahl [0,r—1]=1 kann 
mit Inceidenz eindeutig auf die Punkte dieses A, abgebildet werden, indem 
man seinen Geraden g die Fusspunkte @ der aus einem festen Punkte © 
kommenden Senkrechten als Bilder zuweist. 


Denn auch durch @ ist g eindeutig als Schnittgerade der Complex- 


ebene und der in @ zu5@0 senkrechten Ebene bestimmt. — Aus x’-Comp- 
lexen wird dann (unten No. 5. 6) der &”—"-Complex eomponirt. 


2. Besonders elegant wird dies für r = 3. Ein ebenes Strahlenbüschel 


*) Durch passende Wahl des Complexsystemes kann man jedoch die Ordnung r—1 
noch vermindern. 


15* 











116 Kantor, Theorie der linearen Strahlencomplexe im Raume von r Dimensionen. 


P(n) hat seine Bilder in einem Kreise durch P in der Ebene z und durch 
den Fusspunkt T der Senkrechten aus O0 auf n. Beschreibt P eine Ge- 
rade z, so beschreibt der Kreis eine M,, welche jeden Punkt der conju- 
girten (Geraden 3 nur einmal enthalten kann, also M} durch z, 3, ersicht- 
lich durch K,, durch die Gerade g von E,, welche z, z trifft und eine 
Curve, die jetzt zu suchen ist. 

Es giebt P, für welche z senkrecht zu PO ist. Dann schneidet PO 
die E, in einem Punkte H, dessen Polargerade % nach K_ im Complexe 
eine conjugirte Gerade h haben muss, welche PO schneidet und zwar eben 
im Bildpunkte P. Die Geraden h’ gehen aber durch den der E, in I! ent- 
sprechenden Punkt 0, und es ist also das Strahlenbündel OP collinear auf 
das Strahlenbündel O0 bezogen. Das Erzeugniss, eine Raumcurve dritter Ord- 
nung, 9, durch Q, O mit zwei Punkten auf K,, ist die Basiscurve für alle N}. 

Beschreibt @ eine Gerade z, so beschreibt g eine Regelfläche dritten 
Grades mit 3°. Die Geraden g, deren Bilder auf X, sind, bilden eine 
Congruenz zweiter Ordnung und zweiter Klasse, jene, deren Bilder auf 
n, sind, eine Congruenz dritter Ordnung und dritter Klasse. Die Bildkreise 
sind alle Kreise, welche », in drei Punkten begegnen. 

Den Sehnen von », entsprechen Strahlenbüschel, ebenso den Geraden 
in E, und den Geraden, welche 2, und K_ treffen*). Beschreibt @ eine 
Ebene e, so beschreibt g eine Öongruenz T',, zweiter Ordnung zweiter Klasse, 
deren Strahlenbüschel entsprechen: 1) dem Kreise durch die Schnittpunkte 
N. N,. N, von e mit »,; 2) den drei Geraden N,N,, N,N,, N,N,; 3) der 
Geraden (e, E,); 4) den Schnittpunkten K,, K, von e, K,; 5) den Geraden 
N,K;: 6) den Punkten N,, N;, N. — Den Sehnen von rn, gehören die 
Punkte von E, als Büschelcentra zu, zu allen Geraden von E„ jedoch 
gehört als Bischeleentrum der dritte Schnittpunkt N, von », mit E,. Die 
Kummersche Brennfläche von 7',, hat acht reelle und acht imaginäre Doppel- 
punkte, von jenen sind vier in E,, vier in e und sie bilden zwei ein- und 
umgeschriebene Tetraeder, sodass stets eine Möbiussche Configuration reell, 
die eomplementäre imaginär ist**), 


*) Fällt man von O auf die Sehnen der n, (mit der wesentlichen Eigenschaft, dass 
sie zwei Punkte auf K, hat) Senkrechte, so sind die Fusspunkte in einer M} durch n;, 
K., N,N', N,N", N'N”. 

**) Ich kenne diese Theilung der Kummerschen Configuration in zwei 8, seit 1386 
und habe Herrn Prof. Schröter hiervon briefliche Mittheilung gemacht. 
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. Zwei unendlich nahen sich in U schneidenden Geraden g entsprechen 
zwei consecutive Punkte eines Bildkreises »; dessen Tangente in « sei £. 
Die Elemente (u, t) bilden einen conischen Connex (2,2). Denn die Kreise 
durch # sind Bilder der Complexstrahlenbüschel, deren Centra U auf der ent- 
sprechenden Geraden g, sind, also einer Schnitteongruenz mit einem Be- 
rührungscomplexe; sie erfüllen daher selbst eine M} mit »’ und die #, welche 
u besitzen, bilden einen Quadrikegel. Andererseits bilden die Kreise in 
Ebenen durch eine Gerade £ eine M} und schneiden also auf i eine qua- 
dratische Involution aus, sodass es in £ zwei Punkte # giebt. Also: der 
von den Osculationskegeln in den Doppelpunkten von M; unseres linearen Systemes 
gebildete Connex ist (2, 2). Dieser Connex ist das Bild der in /' enthaltenen 
„Flächenelemente“. 

Es gilt auch: Die Kegelschnitte, welche eine Raumeurve fünfter 
Ordnung p=1 in fünf Punkten treffen, bilden durch ihre Punkte und 
Tangenten einen conischen Connex (2, 2). 

3. Die im Complexe /' enthaltenen Curven (d.h. Curven, deren 
Tangenten aus Complexstrahlen bestehen *), bilden sich ab als die im Connexe 
(2, 2) enthaltenen Curven, wobei dieser letztere Begriff selbständiger ist als 
der erstere, weil hier die Zusammengehörigkeit von Punkt und Tangente 
unumgänglich ist, also hier nicht mehr durch „enthaltene developpable 
Fläche“ ersetzt werden kann. 

Den Flächen, deren Haupttangenten dem linearen Complexe 7’ an- 
gehören, entsprechen Flächen, deren Punkte Connexkegel besitzen, welche 
die Fläche im Punkte berühren **). 

In der Ebene e von oben erscheint als Schnitt ebenfalls ein Connex 
(2, 2) und dieser spiegelt genau die Verhältnisse unter den Haupttangenten 
der Kummerschen Fläche des der e entsprechenden Strahlensystemes zweiter 
Ordnung, zweiter Klasse ab. 

Theorem LXIX. Nimmt man zu jedem Punkte P die entsprechende 


*) Also developpable Flächen im Complexe. Diese sind von Appell, Picard unter- 
sucht worden. Ann. de l’Ecole Norm. und Journal de l’Ecole polyt. 

**) Hiermit ist eine Verallgemeinerung des von Klein nach Lie in M. A. Bd. V be- 
handelten Problemes bewirkt. — Es ist ersichtlich, dass der wesentliche Unterschied 
der Lie-Nötherschen Abbildung von dieser eben in dem Vorhandensein des Connexes 
(2, 2) besteht, welcher bei Lie in einen quadratischen Complex (mit K, als Brenncurve) 


ausgeartet ist. 
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Ebene n des Complexes und den Connexkegel in (2, 2), so berühren sich stets 
Ebene und Kegel. 

Denn alle Bildkreise durch P schneiden die Schnittgerade von 7 
und der zu PO in P senkrechten Ebene, haben also ihre Tangente in P 
nur dann ın 7, wenn sie jene Gerade berühren, und es giebt nur einen 
Kreis, der rz berührt. Der Kegel muss also zz berühren und zwar in jener 
(seraden £, welche P als a besitzt. Daher auch: 

Theorem LXX. Die Complexstrahlen g als ti genommen haben zwei 
unendlich nahe Punkte u. 

Anmerkung. 0 darf nieht in die Hauptaxe von 7’ verlegt werden, 
weil dann die Abbildung degenerirt. 

4. Hält man eine Congruenz z3' fest bei Variirung von O, so beschreibt 
M: ein homaloidales x°-System und jede M} geht durch den entsprechen- 
den 0. >ie haben zz K,, die Congruenzlinie in E, gemeinsam und längs 
dieser gemeinsame Berührung. 

Wenn 7' eine singuläre Axe a hat, so zerfällt n, in a und einen 
die « und O treffenden Kreis K. 

Werden nun im AR, als Bilder @ der Geraden g, welche eine Axe a 
treffen, die Fusspunkte der Senkrechten aus einem Punkte O0 angesehen, 
so sind die @, falls die g eine andere Gerade z treffen, in einer M/(zaK_K). 
Es sind also die @, falls die g einen R,_, treffen, in einer M/_,(R,_aK,K), 
wo K eine Kugel M/;_, ist, welche den Abstand des O von a zum Durch- 
messer hat. Daher: 

Theorem LXXl. Die Geraden, welche eine Gerade a im R, treffen, 
können so abgebildet werden, dass den Schnitten mit linearen Complexen M,_; 
durch zwei M;_, mit gemeinsamer M;_, und eine Gerade über eine M,_, ent- 
sprechen. 

Wenn jedoch a in E, ist, dann entsprechen den ' Strahlenbündeln 
die Ebenen durch O senkrecht zu ihren Richtungen und den linearen Con- 
gruenzen M; durch 0A, wo A der Pol von a, und durch die Schnittpunkte 
auf K,. Hieraus folgt dann für A,: 

Theorem LXXII. Die Geraden, welche eine Gerade a im R, treffen, 
können so abgebildet werden, dass den Schnitten mit linearen Complexen M,_, 
durch zwei Punkte und einen R,_, entsprechen“). 

‘) r solche M}_, treffen sich in r—1 Punkten, und es giebt r—1 Gerade, welche 
r R,. und 1 R, treffen. Ebenso könnte man die bekannte Meyer-Schubertsche Zahl 
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Diese Abbildung ist also identisch mit der im dritten Verfahren zu- 
erst erhaltenen. 


9. Es seien nun im R,,_, die R, durch einen festen A, 


/ 


gegeben und 
in einem, A,, der Geradenraum betrachtet, welcher aus ©’ Complexen 7" 
mit Axen d durch O, gelegen im R,_,, zusammengesetzt wird, sowie ein 
Punkt 0’, von dem die Normalen zu den Strahlen gezogen werden. Ferner 
wird jedesmal der A, auf den RC’, welcher der Geraden d in der Collinea- 
tion unter den d, R, entspricht, von einem festen O,_, projieirt. Ein linearer 
Complex /' in A, hat mit jedem 7” einen Complex gemeinsam, dessen Fuss- 
punktsbild eine M/_, ist durch (0', D), wo D der Pol-R._; 


K, im A,_, ist und durch die Schnittpunkte (d, K,). Die Projeetion dieser 
M;_, aus O,_, auf den zu d gehörigen AR ist eine M/ 


7 


von d nach 


_, und die Gesammt- 
heit der (O1, D),_, wo O., Projeetion des 0’ ist, erfüllt eine M;,_,, welche 
gegeben ist durch eine correlative Beziehung unter dem R,_, (0'0,_,) und 
dem Polarraum O,_, von O nach K,. Ausserhalb des A,_, kann dem 
Schnitte von A{' mit der gesuchten M;,_,; nichts angehören. 

Es sei nun g,., eine gerade Reihe von Bildpunkten P,, im R,,_;, 9 
die Projection auf R,, welche nun projectiv ist einem Strahlenbüschel von d. 
Die Ebenen in den P normal zu den O’P bilden eine quadratische Reihe, 
welche mit diesem d-Büschel eine Curve dritter Ordnung hervorbringt mit 
0° und projectiv zu g. Diese C3 mit g erzeugt nun eine M;. Hieraus 
folgt, dass A,_, doppelt ist für die M,,_; in Frage, also: 

Theorem LXXIII. Die linearen Complexe I’ entsprechen jetzt M,, ;, 


welche eine feste M,;,_, und den A,_, doppelt enthalten. 


6. Man kann aber auch die A, durch A,_, mit einem festen R,_, (B) 
schneiden in Geraden, welche als Axen d verwendet werden, und als A, 
den Schnitt der R, mit einer M;,_, verwenden in einem festen R,,_, dureh 
B. O0’ wird im A,_, genommen. Das Verfahren ist mehr analog dem ersten, 
nur wird statt des Schnittes der 7" (Strahlen-x’-Complexe) mit einem R,,_; 
die Fusspunktsbildung verwendet *). 

Allgemeinere Methoden für die Strahlen-x’-Complexe bestehen darin, 


dass man sie mit einem linearen Ebenen-x’”"-Complex verbindet. 


für die Anzahl der gemeinsamen Trefigeraden von 2r—2 R,_2 aus jedem der vierzehn 
Abbildungsverfahren gewinnen. 

*) Es sei gleich hier erwähnt, dass die 10. Methode eigentlich ein particeulärer Fall 
der Abbildung mit Hülfe eines lineo-linearen Punkt-Geradenconnexes ist. In einem sol- 
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Elftes Abbildungsverfahren. 


1. Theorem LXXIV. Jeder &'’-Complex I’ von Geraden s mit |Ö,r—1]| = 1 
kann mit Incidenz auf die R, des R, abgebildet werden, indem jeder s der 
Fusspunkt P ihres kürzesten Abstandes von einem festen O, als Bild zugewiesen 
wird, i<r—l. 

Denn von P geht zum O, eine einzige Normale und die in P zu ihr 
normalen Geraden erfüllen einen R,_,, der die Complexebene von P in s 
schneidet. Ich erwähne sofort: 

Theorem LXXV. Die Fusspunkts-M,_, für einen Strahlen-x’”"-Complex 
I" mit |[Ö,r—2]=1 in Bezug auf alle Punkte O, des R, genommen, bilden 
ein homaloidales System und mit Zuweisung zu den O, ein homaloidales Null- 
system. 

Denn durch r Punkte P sind die r Strahlen, also auch die r Normal- 
R,_, in ihnen bestimmt, welche sich in dem einzigen Punkte O, schneiden, 
der die durch jene P gehende M,_, liefert. Alle M,_, durch einen P ge- 
hören zu O, eines R,_,, welcher in P zum Complexstrahle normal ist, und 
es giebt nur einen Complexstrahl, der zu einem willkürlichen R,_, normal 
ist, der Fusspunkt ist der einzige Schnittpunkt aller M,_, der O, in jenem R,_.. 

Corollar I. Solche homaloidale Systeme werden auch noch erhalten, 
wenn der K, des R, ersetzt wird durch irgend eine Correlation in dem R_*). 

Corollar II. Hält man O, fest und variirt 7", so dass es einen ein- 
zigen dieser Complexe giebt, von welchem in r R,_, durch r gegebene 
Punkte derselben je ein Strahl geht, so beschreibt die Fusspunkts-M,_, 
ebenfalls ein homaloidales »’-System. — Hierauf applieirt sich wieder das 
Corollar 1. 

2. Von LXXIV wird nun zum »’""-Complex übergegangen, indem 
‘*" Geraden durch je einen Punkt P des AR, individualisirt werden, 
etwa durch ihre Richtung, so dass jeder Strahl des AR, vertreten ist durch 


die 


chen entsprechen jedem Punkte P &' Geraden durch ihn, der lineare Complex 7’ aber 
ist ein solcher Connex, wo jedem Punkte alle Geraden eines Büschels durch ihn, einer 
(ieraden aber alle ihre Punkte entsprechen. Der Schnitt dieser beiden Connexe ist also 
eine Ineidenz-Abbildung von T‘ 

*) Ich verallgemeinere noch dahin, dass ich zunächst im R, in einer festen Uon- 
gruenz O diejenigen Strahlen suche, welche zu den Strahlen einer linearen Congruenz T 
senkrecht sind und diese schneiden. Die Fusspunktsfläche variirt dann mit dem Variiren 
von 7’, aber O, T’ können so eingerichtet werden, dass das System ein homaloidales ist. 
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seinen Fusspunkt und seinen Schnittpunkt mit einem R,_, und indem man 
R,, R,_, auf einen R,, überträgt, durch Geraden einer M;,_, und im Sehnitte 
mit R,,_, durch einen Punkt einer M}_.. 

Zwölftes Abbildungsverfahren. 

Der Geradenraum des A, kann auf die sämmtlichen Punktepaare 
eines A,_, in folgender Weise abgebildet werden: 

Die Kugeln des A,_, bilden ein lineares &’-System und schneiden 
sich zu je r in zwei Punkten. Dann kann ich den sämmtlichen Kugeln 
sämmtliche A,_, des A, zuweisen derart. dass alle »°’-” Geraden eines 
solchen AR,_, den °C" Punktepaaren der zugewiesenen Kugel K,_, des 
A,_„, also der Schnittgeraden von rA,_, des A, das Schnittpunktepaar der 
r—1l K von A,_, entsprechen. Den &” Strahlenbündeln C von A, ent- 
sprechen &” lineare Systeme von Punktepaaren, welche in einem linearen 
x’='-K-Systeme enthalten sind, also auf Geraden durch einen Punkt ©, sich 
befinden und durch eine ÄK, harmonisch getrennt werden. 

Die bisher entwickelten Verfahren sind durchaus auch für den A 
mein Eigenthum. Ich will noch zwei Abbildungen andeuten, von welchen 
die Speeialisirungen r= 3 bekannt sind. 

Dreizehntes Abbildungsverfahren. 

Man schneide jeden Strahl s des A, mit zwei R,_, (A, BD) und be- 
ziehe diese collinear auf zwei Bündel von R_, (mit Axen R,_,). enthalten 
im R,,_. Dann lasse man jedem Strahle s den Schnittpunkt P der R 
entsprechen, welche den Treffpunkten von s mit A, B vermöge jener Colli- 
neationen zugeordnet sind. Für r=3 ef. Schumacher, Math. Ann. XXXVII 

Vierzehntes Abbildungsverfahren. 

Dasselbe bestände darin, im AR, eine M’ als Normeurve zu nehmen, 
von jedem Punkte P die r Schmiegungs-R,_, zu ziehen und mit einem 
festen Schmiegungs-R,_, zu schneiden. Den Geraden entsprechen dann In- 
volutionen einer festen M/"" und die Ecken der (r—1)-eder sind jedesmal 
in Mi", also jene M/”', welche zu einer festen M/”" involutorische Lage 
haben (Involutionseurven sind), Für r=3 ist die Idee durchgeführt von 
Sturm in seinem Buche *). 

*) Ich möchte für R, noch eine Abbildung mehr analytischer Natur den Geometern 


vorlegen. Unter den sechs Coordinaten einer geraden Linie besteht dieselbe (Plückersche) 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 2. 16 








122 Kantor, Theorie der linearen Strahlencomplexe im Raume von r Dimensionen. 


Hierzu kommen im AR, noch folgende Abbildungen des Geradenraumes: 

l. Ein Büschel linearer Complexe und ein lineares ®©°-System von 
M;, welche eine Basisgerade jenes Büschels enthalten, können zur Abbil- 
dung des Geradenraumes von A, dienen. 

2. Zwei Netze linearer Complexe, welche eine feste Gerade ge- 
meinsam haben, können zur Abbildung des Geradenraumes von A; dienen, 
indem sich je zwei Büschel in einer Geraden von AR, schneiden. 

3. Vier Büschel linearer Complexe, welche eine feste Gerade ge- 
meinsam haben, können zur Abbildung des Geradenraumes von A, dienen. 

In diesem Paragraphen sind also auch für A, 12 neue Abbildungen 
des linearen Complexes gegeben, nämlich die aus dem 1., 3., 4., 6., 7., 8., 9. 
hervorgehenden, dann die beiden metrischen in der Anmerkung und die drei 
eben hier hinzugefügten Abbildungen. Besonders die aus dem 1., 4. und 9. 
Verfahren seien hervorgehoben. 





Relation, wie unter den sechs Seitenlängen eines vollständigen Kreisviereckes (Ptole- 
mäisches). Ich lasse also den Geraden die sämmtlichen nicht congruenten Kreisvierecke 
entsprechen. Es handelt sich nur, eine oo*-Mannigfaltigkeit von Kreisvierecken in der 
Ebene zu erreichen, unter welchen keine zwei congruenten vorhanden sind. Folgende 
Arten dürften die nächsten sein: 1. In jedem Kreise eines concentrischen Büschels 
werden alle Vierecke genommen, welche gemeinsame Winkelhalbirende der Gegenseiten- 
paare haben, d. h. eine ebene Involution von ©©° Quadrupeln, erzeugt von einem Kreis- 
büschel und ‘einem 00° System gleichseitiger Hyperbeln mit festen Asymptotenrichtungen. 
2. Man nimmt ein concentrisches Kreisbüschel und alle gleichseitigen Hyperbeln, welche 
ihren Mittelpunkt auf einer festen Geraden durch das Kreiscentrum haben. — Die 
symmetrischen (aber nicht congruenten) Kreisvierecke, welche vorkommen, werden durch 
Zeichenarrangement unterschieden. 


(Fortsetzung folgt.) 
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Grundzüge einer Integrationstheorie der Systeme 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung in 


zwei unabhängigen und beliebig vielen abhängigen 
Veränderlichen. 


(Von Herrn E. von Weber in München.) 


Nach den Untersuchungen des Herrn Hamburger (ds. Journ., Bd. 81, 
S. 243—280; Bd. 93, 5. 185— 214) kann die Integration eines Systemes 
von » partiellen Differentialgleichungen I. Ordnung in » unbekannten Fune- 
tionen und zwei Independenten auf diejenige gewöhnlicher Differential- 
gleichungssysteme zurückgeführt werden, wenn gewisse Systeme totaler 
Differentialgleichungen eine genügende Anzahl unabhängiger Integrale 
besitzen. 

Es ist nun der Zweck der vorliegenden Arbeit, diesen Hamburger- 
schen Ansatz nach verschiedenen Richtungen hin bedeutend zu verall- 
semeinern. Zunächst ziehen wir, nicht wie Herr Hamburger, bloss », son- 
dern allgemeiner +p (<2r) partielle Differentialgleichungen in Betracht. 
In $ 1 entwickeln wir die Bedingungen dafür, dass ein Gleichungssystem 
dieser Art nach Lies Ausdrucksweise ein Involutionssystem bilde, und be- 
weisen unter gewissen Annahmen über die linken Seiten der gegebenen 
Gleichungen die Existenz eines gemeinsamen Integrals, das von »—p arbi- 
trären Funetionen je eines Argumentes abhängt. Nachdem wir in $ 2 
einen für das Folgende fundamentalen Determinantensatz bewiesen, werden 
in $ 3 aus den gegebenen Gleichungen 2—p verschiedene Systeme totaler 
Differentialgleichungen abgeleitet; wir zeigen, wie die Integrale derselben 
zur Vereinfachung des Integrationsgeschäftes, eventuell zur Herstellung 
des allgemeinen Integrals benutzt werden können. 

Die Heranziehung der Relationen, die sich aus dem gegebenen In- 
volutionssystem durch wiederholte partielle Differentiation nach den Indepen- 

16* 
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denten ergeben, ermöglicht es uns in $ 4, die voraufgehende Theorie 
wesentlich zu erweitern. Die Pfafschen Systeme des $ 3 erweisen sich 
nur als das erste und einfachste Glied einer unendlichen Reihe solcher 
Systeme, denen für die Integration der gegebenen Gleichungen eine ähnliche 
holle zufällt wie jenen. Diese Untersuchungen bilden ein Analogon zu der 
von den Herren Darboux*) und Könrig**) für partielle Differentialgleichungen 
II. Ordnung in drei Variabeln entwickelten Theorie, die ich in meiner Arbeit: 
„Ueber gewisse Systeme Pfaffscher Gleichungen***)* auf alle Differential- 
probleme in 3 Veränderlichen ausgedehnt habe. 

Der letzte Paragraph der Arbeit enthält Untersuchungen über die in den 
ersten Ableitungen linearen Involutionssysteme, sodann den Nachweis, dass 
ein System partieller Differentialgleichungen höherer Ordnung in zwei un- 
abhängigen und beliebig vielen abhängigen Variablen sich stets auf ein 
Involutionssystem zurückführen lässt, sofern sein allgemeines Integral von 
einer endlichen Zahl arbiträrer Funetionen je eines Arguments abhängt. 


$ 1. Begriff des Involutionssystemes. 


l. Es sei gegeben ein System von partiellen Differentialgleichungen 
der Form: 


fı(zıyı21, Say ven Bny Pır * 93 Pas I v9 9.) u 





(I \ f: (21 Yyı2\, Day nn ey Ans Pı; .... Pr» Tı, eg 4.) = 6, 
f > q - —_—— [3 
fn+p (Ei Yı3ı, 22, .009 Bu Pı, ur Pr» di, a (n) .- Ca+p} 


die ganzen Zahlen » und p genügen der Bedingung 0 <p<n-1; die 
sind Constante, z und y die beiden unabhängigen, z,, ..., z, die abhän- 
R ts . 02; 03% 
gigen Variablen, deren Ableitungen — , —— 
j OX oy 


werden. Wir wollen dies Gleichungssystem ein Involutionssystem nennen, 


& 


q 


bezw. mit p,, g. bezeichnet 


wenn folgende Voraussetzungen zutreffen: 
a) Die Functionen f, sind in Bezug auf die Grössen p;,, q, unabhängig, 
d. h. es verschwinden nicht alle (n-+p)-reihigen Determinanten der Matrix 


Bus a E, Pi, Vu; Te, Ö,. 
f \ * * * 
IL) EA Sie, 4 


Pokal “0 dan RER e na 


Ann. de l!’Ee. Norm. VII 1870. 
**\ Math. Ann. 24. 


7 


“*) Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der k. bayer. Akademie d. Wiss. 


/ 


Bd. XXV. 1895. Heft II. 
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worin 


P. of: Q,, of; 


Op; og 
gesetzt ist. 


b) sämmtliche (2n+p-+1)-reihigen Determinanten des Schemas: 


Br Are nee + ir 


1,n 9 


Feb). } a: ei su: G:, 
(I1I.) 

ji a.» ie ©, nn 

Bi 0), BE 0), Bin 1, » . 09 Ehe . (, Fp,1s * > ae 0), } 


sind Null; dabei bedeuten M,, N, bezw. die Ausdrücke: 


ı9 
of: Bann. 2 0 I 
Am +Pp: ö2, A Pr; : öy rg 3, 7 rG ER 


b) es verschwinden nicht alle (2n+p)-reihigen Determinanten des 
Schemas III, 

2. Im Folgenden werden nur solche Involutionssysteme untersucht, 
für welche nicht alle »-reihigen Determinanten der Matrix: 


Qı—AP,ı BE Gin ir 


Pi 


(IV. 


en er 
unabhängig von 4 verschwinden, Wir dürfen dann insbesondere annehmen, dass 
ce) nicht alle n-reihigen Determinanten des Schemas 
Pa lie A, 
(V.) 
ash nn vr ji 
identisch Null sind. In der That kann man dies nöthigenfalls durch die 
folgende Transformation der unabhängigen Variablen erreichen: 


rPp. 


! 


2 =r+oy, y=y, (e constant) 


wodurch p, in p,, q, in ap, +q,, f; in f; übergehe; dann hat man nämlich: 


fi J' 2 ofi 
_ 5 .— a - u; J . a 
ET P«= P,taQu; - dl Ya = bu 


M: M, N; N,—elM.;: 


I) ı i 





die Bedingungen a) und b) sind nun offenbar auch für die accentuirten 
Grössen erfüllt, und die Constante « kann nach der zu Anfang dieser 
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Nummer gemachten Voraussetzung so gewählt werden, dass die Annahme 
c) für die Grössen P;, ebenfalls zutrifft; die Bedingung b’) ist aber nun 
von selbst befriedigt, da sich unter den (2»+p)-reihigen Determinanten von 
III alle Producte aus je einer (a-+p)-reihigen Determinante von II und einer 
»-reihigen von V vorfinden. 

3. Durch je einmalige partielle Differentiation des Systems I nach 


x und y erhält man folgende Relationen, in denen die zweiten Ableitungen . 


von 3, mit r,, $;, £, bezeichnet sind: 


A, = M;+ B3 Pr + I: Q;18: =Q, 
(1.) ; e (=1,2,...,n49p) 
B, = N+ SP, +30, =. 
1 1 





Diese Gleichungen reducieren sich nach b) auf 2»+p unabhängige, d.h. 
es bestehen für beliebige Werthe der r,, s;, t; p Identitäten: 


(2.) "sr (5A, +P3B) = 0, G=1,2,...,») 


WON a, 2205 Ahyps Pis #rs Pan, p linear unabhängige Systeme von je 
2n+2p Funetionen der Variablen x, y, 2,, P«, 9, bedeuten, die den Glei- 
chungen 

Z,3M+ZP!N, = 0, 

(3.) ZeiP, = 0, Zi = 0, Ba 
(0, +MiP,) = 0 





Genüge leisten. 

Da jedenfalls nicht alle diejenigen (2-+p)-reihigen Determinanten der 
Matrix (II.) verschwinden, die die » ersten Colonnen enthalten, und die 
Nummerirung der Variablen z,, ..., 2, in unserem Belieben steht, so dür- 
fen wir annehmen, dass die aus den ersten 2+p Verticalreihen von II be- 
stehende Determinante nicht Null ist; da nun alle aus der letzteren und 
je einer »-reihigen Determinante von (V.) gebildeten Producte unter den 
(2»+p)-reihigen Determinanten des Gleichungssystems (1.) vorkommen, so 
können wir dieses System nach den 2»+p Unbekannten r,, ..., 04, Sıy +... 8,5 
bi, ..., #, auflösen, etwa in der Form: 


f Nn—Pp N—P 


„=R = 0o+ = Ol NE r+ = Orslprsz 
s= as 


(4.) 





n—p 
t, = T, —— T,+ z Tulyys (k=l,.u0n j=l, 2, ..,2) 
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4. Dies vorausgeschickt, soll nun bewiesen werden, dass das allgemeine 
Integral des Involutionssystems I für beliebige Werthe der Constanten e 
von n—p arbiträren Functionen je eines Arguments abhängt; wir stützen 
uns dabei auf die Resultate, welche Herr Bourlet in seiner Arbeit: „Sur 
les @quations aux derivdes partielles etc.“ (Ann. de l’Ee. Norm. Ser. II, 
t. 8, Suppl&m.) veröffentlicht hat. 

Betrachten wir die Grössen p,, g, einen Augenblick als abhängige 
Variable neben z,...2,, so haben wir für die 3%» Funetionen z,, Pr, 
das nachfolgende System linearer partieller Differentialgleichungen: 


02; ga DR“ 

a. Or = Pıs oy u 4x» 
Op; 09q. 

nn nf, 

Ox OX k=1,...,n 
(L.) r er | 1, np) 

OPk Od; ' = eo. soon 

. Mes, Mer, aan 
Oy öy 
Og; Lo ! 

d. 2 dr gl S;, 





worin die Ausdrücke A, ete. aus den A,... hervorgehen, indem man darin 


> Ogp-+n no ..: 
die Grössen #,,, bezw. durch - Ir#" ersetzt. Dieses Gleichungssystem be- 


© 


sitzt die kanonische Form (Bourlet, 1. e. p. 27 und 45). Wenn wir nun 
die Gleichungen b. nach y, ce. nach x differentiiren (wobei die Grössen 


%, Pr, 9; und a 7 als Funetionen von x und y betrachtet werden), und 


Op 

oroy 
vermöge der nach y differentiirten Relationen d. ausdrücken, so wird das 
Gleichungssystem (I‘.) dann und nur dann unbeschränkt integrabel sein 


(Bourlet, 1. c. p. 28), wenn die solcherweise erhaltenen Ableitungen 


Ö =.) OÖ (28) 
öy “02 /’ Oy \ör 


Ö ( Op; ) © E53 
Ox \ Oy /' Or \öy/ 
O Ip+r 


identisch, d. h. unabhängig von den Differentialquotienten a gleich 


sodann die auf den rechten Seiten auftretenden zweiten Ableitungen - 


bezw. den Ableitungen 


sind. Indem wir zu der Bezeichnungsweise der No. 3 zurückkehren, können 
wir dieser Bedingung folgenden Ausdruck geben: 
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Definiren wir die Operationssymbole D,, D,, 4,, 4, bezw. durch 
die Formeln: 


D OÖ n Ö n R OÖ n S Oo 
——— 3 - - + I RA. — I. 
j tt 
n 2 n a 
O 2 c S © P oO . ( 
D, - = 7 um >—- +28, n + ET. — -r ey? , 
ol 1 O2 1 Opr 1 'Gs p+1 0g; 
N 4. n N N 
G-: oo ol 
4, BEE ER 


p+1 öt; Ox 
so müssen die Ausdrücke: 
(5.) 4,R,—-4,S, 4I,8,-4,T. R=1,..un; s=h...,P) 
vermöge der Beziehungen 
(6.) = 48, EEE 
identisch verschwinden. Nun verwandeln sich die Gleichungen (1.), wenn 
man darin r,, 8, &,.. ., t, bezw. durch R,, S,, T,,..., 7, ersetzt, in Iden- 
titäten. Wir differentiiren die aus der ersten Gleichung (1.) hervorgehende 
Identität mit dem Symbol #,, die aus der zweiten entspringende mit /, und 


subtrahiren: da nun die beiden Summen: 


DM. + 3: R,.D,P.,+ 3ı8,.D,O,,, 


D,N-+ > 2, $,. D, ‚Pu,+ 24T. D,0,+ 3;1D, Ö;, 


p+l1 


identisch gleich sind, wie die Ausrechnung leicht ergiebt, so ven 


3, PASSEN ‚S)+ 2. 0,.(4,8,—4.T) +2; 0,(4, s-%) = 0. 


Ox 
(=1,2,...,n+p) 
Nach (6.) befriedigen sonach die »+p Grössen (5.) n+p homogene lineare 
Gleichungen, deren Determinante nach No. 3 nieht Null ist, d. h. sie ver- 
schwinden vermöge (6.) identisch. Das Gleichungssystem (T‘.) ist also im 
Sinne des Herrn Bowrlet unbeschränkt integrabel und besitzt somit ein in 
der Umgebung der Stelle x = x’, y = y’ holomorphes Integralsystem z,, ..., 3, 
Pır:-Pas Qi, von der Beschaffenheit, dass sich die Functionen z....z,, 
Pı---Prs eg, frame), y=y’ auf kellahie vorgegebene ÜUonstante z...g,, 
die Funetionen q,.+....q, aber für & = x’ auf willkürlich gegebene Functionen 
®,,1(9)...@,(y) redueiren, vorausgesetzt, dass die in (4.) auftretenden Func- 


tionen @,, 9%, Ti Os Os, 7, der Variablen x, Y, 21, ---, q„ Sich in der Um- 
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gebung der Stelle «', y’, &, pi, 44 ++ ds Sal) +», @,(y') regulär 
verhalten (l. e. pag. 43). Die Functionen f,; des Systems (l.) redueiren sich, 
wenn man für die z,, ?,, 9, ihre Ausdrücke in z, y substituirt, auf Fune- 
tionen von x, y, deren partielle Ableitungen vermöge ([‘.) verschwinden, 
d.h. auf Constante. Jedes Integral der Gleichungen (T'.) liefert also ein 
solehes von (I.), wenn die Integrationsconstanten den Bedingungen: 


0) 0 


0) 0) 0 () () () () UN 
ke, Y, 21...20, Pr Pas Id ulYy)-wly)) = € 


unterworfen werden; offenbar giebt auch umgekehrt jedes Integral von (1. 
zu einem solchen der Gleichungen (T.) Anlass. Setzen wir also: 


ouy)=v(y) 3=YvÄy). Werth) 
so können wir den Satz aussprechen: 

„Das Involutionssystem (1.) besitzt unter den gemachten Voraussetzungen 
ein von n—p arbiträren Functionen je eines Arguments abhängendes Integral 
3,...2, in dem Sinne, dass sich 2,...2, für =x, y=y' auf willkürlich ge- 
wählte Constante 2,...2,, dagegen 2,,,...3, für <= = auf arbiträre Functionen 
Y1(y)...W,(y) reduciren.“ 

Es ist für das Folgende von Wichtigkeit, die Ausdrücke w,(y)...w,(y). 
1Yy)...%Cy), wily)...w,(y) zu ermitteln, auf die sich die Funetionen z,...z,. 
Pır- Pas 91:9, für e= € resp. redueiren. Die Gleichungen (I.) lassen sich, 
wie aus unseren Annahmen folgt, nach p,...P.» 9ı...9, auflösen. Setzen wir 
nun z=r', so gehen die Gleichungen für g,...g, über in ein System von 
Differentialgleichungen der Form 

dw; 


—___- Ele. U. W..Ww,): 
dy ( > Y, 1 rPp/ 


hiernach sind die Funetionen w,...y, durch die Bedingung, dass sie für 
y=y die Werthe z;...z, resp. annehmen sollen, vollkommen bestimmt, 
worauf die Funetionen %,(y)...x.(y) mit Hülfe der aus (I.) für die p....p 


erhaltenen Ausdrücke gewonnen werden. 


$.2. 
Ein Determinantensatz. 

d. In diesem Paragraphen bedeuten die P;,, Q,,; irgendwelche 2r(n+p‘ 
Grössen, die ausser den Voraussetzungen a) und ce) des vorigen Paragraphen 
die Bedingung erfüllen, dass alle (22+p-+1)-reihigen, aber nicht alle (22 -+-p)- 

Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 17 
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reihigen Determinanten der aus 2r+2p Zeilen bestehenden Matrix: 


Fausli, O1. Quns 0 RR 


IT.) 
0 .d, Pins O1... Q;, 


(i=1,...,n+p) 


verschwinden. 
Der in Aussicht genommene Satz lautet dann so: 
„Unter den gemachten Voraussetzungen besitzen die Gleichungen nten 
Grades in 4, die sich durch Nullsetzen aller n-reihigen Determinanten des Schemas 
Qu—AP,ı; Oi —AaPz 1. QnspaAParpı 
(IV.) a ae 
QO,n—% Pins Ooa— A Pan re Onspa AParoa 
ergeben, genau n—p gemeinschaftliche Wurzeln. 
Zum Beweise nehmen wir zunächst an, dass keine der genannten 
Gleichungen »ten Grades unabhängig von A erfüllt sei oder mehrfache 
Wurzeln besitze. Indem wir nun die linke Seite der Identität 


(7) FB) Qu art HOP) — 0 
ausrechnen und die Coeffieienten der willkürlichen Grössen 
Kr ne kur 
einzeln gleich Null setzen, erhalten wir für die 22-+2p Unbekannten «,, ß; 
3n» Gleichungen von der Beschaffenheit, dass die Coeffieienten von &,, Pi, -- -, 
Cu4p5 Par, In der vten dieser Gleichungen mit den Gliedern der vten Co- 


lonne in (1lI‘.) bezw. übereinstimmen. Die obigen Bedingungen sagen also 
aus, dass es p und nieht mehr als p linear unabhängige Grössensysteme 


An 


(8.) O1 ...0 ira (sl, 2.000: 2) 


ze +Pp9 


giebt, die für beliebige Werthe von /..../, und 4 die Identitäten: 
n+p 
(9) >, (Fre) (Qa—AP)t+ulQa—APin)) = (0 6=-12..P 
1 


befriedigen. Die Grössensysteme (8.) sınd dieselben wie die in No. 3 auf- 

tretenden, wenn den P;,, Q;,, ihre frühere Bedeutung beigelegt wird. 
Bemerken wir zunächst, dass nicht alle p-reihigen Determinanten 

des Schemas 
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verschwinden; denn andernfalls existirte ein Grössensystem o,...o, derart, 
dass man hat 


9,0;++o,oaP u U: \ 1, 2, ...,n+Pp) 
nun verschwinden aber nicht alle Grössen o,, die durch die Relationen: 


= 0,P+--+0o,P' (-1 +P) 


I XVpi 
definirt sind, da sonst die Systeme (8.) nicht linear unabhängig wären. 
Multiplieirt man demnach die Identitäten (9.) bezw. mit o, und addirt sie, 
so folgt: 


11.) 3;,0,[4(0,1- AP, )+--+1,(0,—.P,.)) = 0. 
] 


d.h. 3,00,=0, Zo,P,,=0, was der Annahme $ 1, a) widerspricht. 
Nehmen wir also, um die Ideen zu fixiren, an, dass die aus den letzten p 
Vertiealreihen von (10,) bestehende Determinante nieht Null ist. so wird 
auch die aus den letzten p Colonnen des Schemas: 


1 1 „1 


1 0 2 Pr 
N  —aO 120 In ı hu Inn AO +7 
P__ijnP J] u I Ant 
[37 A we a LE re ar KOn+r 


gebildete Determinante nicht für beliebige Werthe von 4 erfüllt sein. 

Sind jetzt 4,..., die der Annahme nach verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung, die sich durch Nullsetzen der aus den » ersten Colonnen von 
(IV.) gebildeten Determinante ergiebt, so existiren » linear unabhängige *) 
Grössensysteme 4...4, (kh=1,...,n), die bezw. den Gleichungssystemen 


| "Pu Aut = WU, 
(13.) Be a ri NETT 
120. -APd+ HOP.) = 0 
genügen. Substituirt man in jede der Identitäten (9.) für 4.../,, A die 
Grössen 4...l;, A,, so folgt 
Br 
(A ha) Qn—uP)++blQn—AP „| =0; 1: ) 
n+1 
da nun die aus den p letzten Colonnen des Schemas (12.) bestehende 
Determinante höchstens für p Wurzeln A, Null sein kann, so muss man für 
wenigstens a—p Werthe von A haben: 


(14.) B(O4—uP.)F-- + (Qu AP.) = 0. a 





*) Vgl. Hamburger, dieses Journal Bd. S1 S. 248. 











von Weber, partielle Differentialgleichungen in zwei Independenten. 


Ist demnach r die Zahl der gemeinsamen Verschwindungswerthe aller »- 
reihigen Determinanten in (IV.), so ist sicher r —_»-—p; wir wollen diese 
Werthe von A mit A,...A. bezeichnen. 


6. Wenn man in den » Identitäten 
oe n+tp ß j ; 
(15.) 3:(B;—ka)i(Q AP. )++b(Q,.-IP)|=0 w=ı2..n 


die Coeffieienten von 4°, —4, 1 bezw. gleich Null setzt, so erhält man für 
die «,, 9, 3n Gleichungen, die mit den oben aus (7.) abgeleiteten wegen 
der linearen Unabhängigkeit der » Grössensysteme 4... völlig äquivalent 
sind. Aber für k=1, 2, ...., r gelten neben (13.) auch die Beziehungen 
(14.). Subtrahirt man nun die Summe der mit ,—4e, bezw. multiplieirten 
linken Seiten von (13.), (14) von der demselben Index h entsprechenden 
Identität (15.), so kommt 
BON 
(i,—h) Si (Br—ke)(hPuttuP;,) =, G=1,2%,.. 7) 
so dass sich aus den r ersten Identitäten (15.) durch Nullsetzen der Coef- 
fieienten von 4, —4, 1 nur je zwei Gleichungen ergeben; zusammen er- 
halten wir also aus (15.) höchstens 2r+3(»—r) = 3» —r unabhängige Glei- 
chungen für die 22+2p Unbekannten «,, ?,. Da es aber nicht mehr als 
p unabhängige Lösungssysteme dieser Gleichungen geben kann, so muss 
man haben 


8n—r —Z (2n+2p)-—p, 


d.h. 


ud 


r > n—P.: 


Nach dem Vorhergehenden ist also r=n-—p, 4. e. d. 

7. Falls einige der aus (IV.) zu bildenden Gleichungen »ten Grades 
unabhängig von 4 erfüllt sind oder mehrfache Wurzeln besitzen, so denken 
wir uns die Grössen P;,, Q;, durch unendlich kleine Ineremente derart 
varlirt, dass diese Besonderheiten nicht mehr stattfinden, die Bedingungen 
der No.5 aber erfüllt bleiben“), Aus dem Umstande, dass die variirten 


Gleichungen genau »—p Wurzeln gemein haben, schliessen wir, dass die 


*) Dass dies möglich, sieht man so ein: wir können rn der Colonnen in (IV.) be- 


liebig, hierauf die übrigen so wählen, dass die n-reihigen Determinanten von (IV.) für 
genau a—p verschiedene Werthe von A alle verschwinden, worauf, wie No. 6 zeigt, die 


Annahmen der No.5 erfüllt sind; aus diesen können also keine Bedingungen für die 
Elemente von nur n Verticalreihen des Schemas (IV.) hervorgehen. 
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Ausgangsgleichungen ebenfalls wenigstens n—p gemeinsame Wurzeln be- 
sitzen, wobei indess einige derselben eventuell mehrfach zu zählen sind. 
Aus den Entwickelungen der vorigen No. folgt leicht, dass wenn die P,,, 
Q,, wie soeben variirt gedacht werden, die p Wurzeln, die eine beliebige 
n-reihige Determinante von (IV.) ausser den a—p gemeinsamen Verschwin- 
dungswerthen noch besitzt, auch die complementäre p-reihige Determinante 
des Schemas (12.) zum Verschwinden bringt; dies gilt, wenn eventuell mehr- 
fach zählende Werthe von 4 in Rechnung gezogen werden, auch für die 
ursprünglichen Schemate (IV.) und (12... DBesässen also die »-reihigen 
Determinanten des ersteren ausser dem vorhin constatirten gemeinsamen 
Faetor noch einen weiteren, so müssten die p-reihigen Determinanten von 
(12.) wenigstens für einen Werth 4=4, sämmtlich Null sein; es gäbe dem- 


nach p Grössen g,...o, von der Eigenschaft, dass 


p ri ud 
w +1. . $ A i 
2:0, = hr 2:0, 0. (=1,2,..,n+p) 
l 


[] ı 
] 


Wenn man aber die Identitäten (9.) bezw. mit o, multiplieirt, und zur Abkürzuı 


0" 
18 
eo 1 

_ _ —— / 
06 = 9,9% 7 0,0% 


setzt, so ergiebt die Addition eine identische Beziehung der Form (11.), 


was, wie wir gesehen haben, nicht möglich ist. Unser Satz ist damit all- 
semein bewiesen. 


$ 3. 
Die beigeordneten P/af/schen Systeme erster Stufe. 

8. Indem wir zu der Betrachtung des Involutionssystems (].) zurück- 
kehren, fügen wir den Voraussetzungen der No. 1 die weitere hinzu, dass 
die r (=n-—p) gemeinsamen Verschwindungswerthe 4, A, ..., 4, der aus 
der Matrix (IV.) zu bildenden Determinanten zten Grades sämmtlich von 
einander verschieden seien. 

Wenn wir mit Hülfe der totalen Difterentialgleichungen 

(16.) dp, =r,de-+s,dy, dq, = s;.de+1t,dy 
die Grössen r,, s; durch £; ausdrücken und in die Gleichungen 

(17.) 4-0 8-0 G=1,2,...,0+p) 
der No. 3 einsetzen, so kommt: 


dgs dy 


zu. 2m dp; uw au: De nn 4 dy N 
(18) Mt HP tl ZehlQu-P 


Lu 7 Zu v 


dx dx dx / » de dx 


dag: u dy 


(19.) N,+ Sı Fi, de ra 4(Qu—P, ) =. U), (i l, ...,n+p) 


de - 
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Wir wollen die Bedingungen dafür aufschreiben, dass diese 2»+2p Glei- 
chungen eine der Unbekannten #, völlig unbestimmt lassen. Man findet zu- 
nächst, dass alle »-reihigen Determinanten der Matrix: 


| Y | 
O,.— dr P;; 

verschwinden müssen, woraus folgt: 
(20.) dy = A4,de, 


unter A einen der Indices 1, 2, ...., r verstanden. Indem man diesen 
Werth von dy in (18.) und (19.) substituirt, (19.) mit A, multiplieirt und 
zu (18.) addirt, folgen die Beziehungen: 


(21) (M,+4,N)de+ Zi P,,dp+ 2 Qu.dgı = 0, 


die sich mit Hülfe der Differentialrelationen: 
dz, = p,;da+g,dy 
und (20.) auch so schreiben lassen: 
=... =, 

worin sich das Differentiationszeichen auf alle Variablen x, y, 2, Pı, 9 
erstreckt. 

Betrachten wir nunmehr die » linearen homogenen Gleichungen in 
den Unbekamnten u,... u,,,: 


(22.) u (Qu, hu P + tn Qana-hPann) = 0; RE 
für A=4, verschwinden zwar alle »-reihigen, aber nicht alle (a—1)-reihigen 
Determinanten der Matrix (IV.), da sonst zwei der Grössen A,...ı, einander 
gleich wären; also besitzen die Gleichungen (22.) p-+1 linear unabhängige 
Lösungssysteme: 

(23. Üirecllurn: G=1,2,...,P+) 
Indem man (19.) mit «; multiplieirt und die erhaltenen »+p Relationen 
addirt, kommen p-+1 von den t, freie Beziehungen, die aber nicht alle von den 
Gleichungen (21.) unabhängig sind, vielmehr nur eine neue Relation liefern. 

Die Gleichungen (3.) des $ 1 oder die Identitäten (9.) des $ 2 leh- 
ren nämlich, dass die p Grössensysteme: 

(24.) Pi— hu: Parp Anarp 6=1,2,...,P) 
Lösungen der Gleichungen (22.) darstellen, und zwar linear unabhängige, 
wie aus dem Schlusse des $ 2 hervorgeht. Wählt man diese Lösungen an 
Stelle der p ersten Systeme (23.), so erhält man mit Berücksichtigung der 
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Beziehungen (3.) $ 1 durch den angeführten Process aus den Relationen 
(19.) die folgenden: 


n+p 


z. a ‚| a, +4,N )dc+ 3. P „dp. + B 0, dq, | = 0), (d=i%2...p) 
Bezeichnet man nun mit w)...u,,, das letzte, von den Systemen (24.) linear 
unabhängige Lösungssystem der Gleichungen (22.), das wir mit dem oberen 
Index k versehen haben, um seine Zugehörigkeit zur Wurzel A, anzudeu- 
ten, so folgt durch Multiplication von (19.) mit «‘ und Addition die 
Gleichung: 


(25.) 5: (Z: u'P,,)dg. +8 u'N,.de = 0. 


Dies ist eine von den Relationen (21.) in Bezug auf die Differentiale dp,, 
dg; unabhängige Gleichung. Andernfalls gäbe es nämlich »+p Grössen 
o, von der Beschaffenheit, dass: 


n+p 


n+7 
8: Br, = iQ; S: 9 P., = (); &k=1,2,...,n) 


ausserdem hat man: 


Wir folgern hieraus: 
ik ., = m (u; —4,0, (;; == U, 


200; + (u; —4,0,) Po —— (). 


woraus nach No. 3 geschlossen wird, dass das Grüssensystem: 


Or Or Mimhlır 00 Mars Krlnr, 
eine Linearcombination der p Grössensysteme «;, /,, mithin «,, ..., « 


eine solche der Systeme (24.) wäre, was ausgeschlossen wurde. 
9. Wir wollen die erhaltenen Beziehungen noch einmal zusammen- 
stellen: | 


a. dy=4,de, ds, = (p+4,gq)de, k=1,2,..,n) 
(VI.) b. df, Be df.r» =VUV, 
C. 3.(2 up; „)dgi+ | 53 u N,.de=V\. 





Es giebt r versöhiedene solche Gfikichngner steme, die wir als „die dem 
Involutionssystem (1.) beigeordneten Pfaffschen Systeme erster Stufe“ bezeichnen 
wollen. 
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Durch Elimination der Grössen r,, s;, #, aus den Gleichungen (17.) 
und den folgenden: 

(VI.) d. dv = (rt+hs)de, dq, = (s+4t)de Gel...) 
ergeben sich nach dem Vorhergehenden gerade wieder die Relationen (VI.) 
b. e. und nur diese; wir dürfen daher die letzteren ersetzen durch die 
Gleichungen d., wenn wir darin unter r,, s;, #, Funetionen von z, 9, 213 +++; Qı 
verstehen, welche die Bedingungen (17.) identisch befriedigen, im übrigen 
aber beliebig sind. 

Wir nehmen nun an, eines der Pfaffschen Systeme (VI), dem wir, 
um die Ideen zu fixieren, den Index A=1 beilegen, besitze ein Integral 
p,, das in Bezug auf die Variablen p,, ..., q, von den Functionen f; un- 
abhängig sei (wozu gewisse Integrabilitätsbedingungen erfüllt sein müssen). 
Das Differential 


dp, = ® a. de+ 1 dy+ Zu Se dz,+ 3: vn dp, + 2 3 a dg; 


O 


verschwindet u Ve nach vermöge äh Tue (VI) (wo 
h=1 gesetzt ist). Ersetzen wir in dg, die Differentiale dy, dz,, dp,, dg, 
durch ihre Werthe aus (VI.)a. und d., so wird der erhaltene, in den r,;, s,, 
t, lineare Ausdruck vermöge der Gleichungen (17.) verschwinden; setzt 
man demnach: 


op n op ’ 04 N og, 
M, a - + Tr a N, —— P2' Q: r 


Or Oy O%r ’ 
Op, F . og, 
I; Aa; Ku 7 ) 
OP og: 
ferner: 


4, = M,+ Ihn 2 Sı Kuusı, 


B =4N + zu Il, x: + Zi Kt; 
so besteht eine Identität der Form: 
n+p 
A,+4, B, > Li (0,A,+0,; B;) 
1 


für alle Werthe von r,, s;, #&, unter @,, 0, gewisse Funetionen von 


7, Y, 31: +++, 4, verstanden, die demnach den Relationen 


n+p n+p 
M,-+4,N, = Zo,M;+ o,N;; I,,= Si Pi; ı,K,.= >. 0,0; 
1 
(25.) 1 
K,,.+4 I, = Si (0,0 Q,,+0,P,,) 
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genügen. Die Elimination der o;, o, führt auf ein System partieller Difte- 
rentialgleichungen erster Ordnung für 9,. 
Aus der obigen Identität folgt, dass die Gleichungen 
A,=0,::B =0 
mit (17.) zusammen nur 2»-+p-+1 unabhängige Relationen darstellen: es 
verschwinden also alle (22+p-+2)-reihigen Determinanten der Matrix, die 
aus (III) durch Hinzufügung der beiden Horizontalreihen 


M,. IT,ı; DE. LFnas K,ı. u. Kun Yu. VÖ 

Bw ee are A, 
entsteht. Ferner verschwinden nicht alle »-reihigen Determinanten des 
Schemas, das aus (V.) durch Hinzufügung der Colonne /T,,, ..., 77, 


ebensowenig alle (a+p+1)-reihigen Determinanten der Matrix, die aus (1].) 
dureh Hinzufügen der Horizontalreihe /7,,, ..., /I,., Ai, -... A, hervor- 


geht. Nach $ 1 bilden also die n+p-+1 Gleichungen: 


(26.) h=6: *:4 Rvzam Pı=fı 
ein Involutionssystem, das den Bedingungen der No. 1 und 2 genügt. 


10. Die r—1 gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen »ten Grades, 
die man durch Nullsetzen aller »-reihigen Determinanten des Schemas: 


OP 1 Osypı AP arnıs Kı-ıll,, 
(27.) Buy AR ET 
OP On Par Kuıdn 
erhält, sind A,, A;, ..., 4. Zum Beweise bemerken wir, dass die » linearen 
Gleichungen in den Unbekannten 1,...4,;,;1: 


(28.) Zi (Qu Pa) + Mars (Kuh ao ar | 


nach No. 8 die p+1 unabhängigen Lösungen 


>s 
I’n+p 


| P—h,a}, . . .. —Ä, ar ), ? | 


(29.) | b[, 

| ee Br U 

zulassen. Aus den Relationen (25.) aber schliesst man leicht, dass die 
(srössen 


9,—4,0,, oe. [77 


np AO Ahr 
gleichfalls ein Lösungssystem der Gleichungen (28.) darstellen, das für 
h>1 von den vorhergehenden linear unabhängig ist. Somit verschwinden 
alle »-reihigen Determinanten des Schemas (27.) für A= 4, hy, ..., 4,, 


Journal für Mathematik Bd. CXVIIT. Heft 2. 18 
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2] 
3 
Ei 


nicht aber für A=4,, da andernfalls die Gleichungen (26.) kein Involutions- 
system unserer Art bilden würden (No. 6 und 7). 

Indem man die Entwickelungen zu Anfang dieses Paragraphen auf das 
Involutionssystem (26.) anwendet, erkennt man, dass die r—1 beigeordneten 


DE ET 





Pfaffschen Systeme desselben erhalten werden, indem man dem System $ so 
(VI.) die Relation E: de 
(30.) dp, = 0 5 
beifügt, und A die Werthe 2, 3...r durchlaufen lässt. Besitzt das dem Index My 
Mi 
h= 2 entsprechende dieser Pfa/fschen Systeme ein von den Functionen 
Pır fir +5 far, In Bezug auf die Variablen p,, ..., q, unabhängiges In- 
: au 
tegral 9,, so bilden die Gleichungen (26.) zusammen mit der folgenden: 
Ä "ik 
92.@ 72 | de 
wiederum ein Involutionssystem ete.; durch s-malige Wiederholung dieser mi 
Schlussweise gelange man zu dem Involutionssystem | 
(31.) = Cr far 3 rn MEY a EY G<n 
Die »-reihigen Determinanten der Matrix: j 
| Q,1— AP 1: Onspı AP arnıs K,—All, ...A,,—4l],, 
OA Da AR ans K,ail u. . Ku—alL,. 
“ u a et ’ £ die 
verschwinden sämmtlich für A=4,,,, ..., 4,; dabei ist gesetzt: 
j x nie 
—_ I oe FE, 
jk — Opx , jk — EI? de: 
' . in 
Die r—s dem Involutionssystem (31.) beigeordneten Systeme sind 
ER au 
die folgenden: 
dy = 4,de, dz,= (p+/,q,)de, k=1,2,...n) 
(33.) df, =), ne Bu . == 0, dy, = U, 000g dp, = 0, | 
n n+» n-+p £ n 
SI; WP,.)dg + SF: wWN,.de=(. (est...) die 
1 1 1 E 
Diese Gleichungen sind nach No. 8 in Bezug auf die Differentiale | ab 


dp,...dg, von einander unabhängig, gehen also im Falle s=r—1 in ein 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen über, für welches der Index 
h den einzigen Werth r annimmt, und das augenscheinlich zwei von den 
Functionen f;, 9; in Bezug auf die Variablen p,...g, unabhängige Integrale 
u., ve, zulässt. 
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Ist y, eine beliebige Function von x, und ®,, und setzen wir: 


0; > Op; 4 a i 
A,= + Ip + Ein], + ZısK,, 
® 1 uk 1 1 
RR Op; & og; Bee Sur | 
Ba n u k ’n a ET + er $, 1,,+ u I t; Ä,; . 
oy 1 02x 1 . 1 .“h 
so bestehen nach dem Obigen für beliebige Werthe der r,, s;, f, Identitäten 


der Form: 
z n+p I _ | 
A,+4,B = <i (7 A+% B)+ 2 (7A, +wB,). e=u2%.. n 


Mithin redueiren sich die 4» Gleichungen 

(34.) A,=9:8,=0,:4,=0 B=0 e=1..un rel.“ 
auf genau 3» unabhängige. Die 3»-reihigen, aus den Coefficienten der 
"4, S, & In (34.) gebildeten Determinanten verschwinden nämlich nicht alle; 
denn es finden sich darunter alle Producte aus je einer »-reihigen Deter- 


minante der Matrix (V.) in die 2»-gliedrige Determinante: 
(# ne IR EP 


| 


] 5 


(35.) | Pa r +p.n 9 v. +2,1°*° ®. + pn 
11, , a: K,, Ä,, 
A A 7 


die wegen der Unabhängigkeit der Functionen f;, y, in Bezug auf p....g, 
nicht verschwindet. Wir denken uns nun die 3» Unbekannten r,, s,. t, aus 
den Gleichungen (34.) berechnet; werden die erhaltenen Ausdrücke wieder 
in diese Gleichungen substituirt, so verwandeln sich letztere in Identitäten, 
aus denen wir mit Hülfe der Differentiationssymbole 


oO Ö 'e, OÖ 
D, = — +29 - +21 +29; 
" OX + Pi 02; 1 . OP: u 09 
n n n 
© < ®, m , oO x ( 
D, — N, +9; a rs, a + 1, N 
oy O%r OP; O4d% 


die Beziehungen 
D,A—-D,B,=0, D,A,—-D,B, = 0 
ableiten. Die Ausrechnung liefert ähnlich wie in No. 4 die 2» Identitäten: 


34 P..(D,n—D.s)+ 2: 0,.(D,s—D,.t) = 0, 


3: 11,,(D,n—D.s)+ 3+0,,(D,s—D.t) = 0. 


Gel. val,.ıc ) 
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Da nun die Determinante (35.) nieht verschwindet, so folgt 
D,r,—D,s; =: (), D,s,—D,;t, =(, (kei, ...n) 
mit anderen Worten: 
Berechnet man die Grössen r,, s,, ti, aus dem Gleichungssystem (34.) 
als Functionen der Variablen x, y, 3. -.-, 9, und substituirt die erhaltenen 
Ausdrücke in die totalen Differentialgleichungen: 


36.) dz, = p,de+g,.dy; dp, = r,de+s,.dy; dg, = s.de+t,dy, @=1,%...n) 
so werden diese unbeschränkt integrabel. 


Sind 3,...g, die Integralfunetionen dieser Gleichungen, die sich für 
z=e,y=y' auf 2....g, bezw. redueiren, so sind die z, auch Integrale des 
gegebenen Systems (].), sofern die Integrationsconstanten den Bedingungen: 


ON 


Ka...) = 6 
unterworfen werden, und man erhält solchergestalt ein partieuläres Integral 
von (l.), das von der willkürlichen Funetion a, abhängt. 

ll. Wir nehmen nun an, dass jedes der den Indiceswerthen 
h=1,2,...s (= r-—l1) entsprechende Pfaffschen Systeme (VI.) zwei 
verschiedene, von den f; unabhängige Integrale a,, o, besitze. Bedeutet 
dann g, eine arbiträre Function von «, und v,, so bilden die a+p-+s Glei- 
chungen (31.) bei jeder Wahl der Funetionen y, ein Involutionssystem, das 
den Voraussetzungen der Nrn. 1, 2 entspricht. Um dies einzusehen, haben 
wir offenbar nur zu beweisen, dass die Functionen fi...farzs Pı-..9, In Be- 
zug auf die Variablen p,, q; unabhängig sind. Da diese Behauptung für 
s=1 zutrifft, so beweisen wir sie durch den Schluss von s—1l auf s. 
Wären nämlich die genannten Functionen in Bezug auf p,...g, nicht unab- 
hängig, so wären die Elemente der letzten Colonne in der Matrix (32.) für 
jeden Werth von 4 lineare Combinationen der bezw. in derselben Zeile 
stehenden Elemente der übrigen Colonnen; also würden alle »-reihigen 
Determinanten dieser Matrix für A=4, 4,,,...4. verschwinden, was nicht 
der Fall ist. 

12. Nach No, 4 besitzen die Gleichungen (31.) ein System gemein- 
samer Integrale z,...z, von der Eigenschaft, dass 2,, 2, ...,2,,, fire =r', 


0 


y=y' resp. die willkürlich gewählten Werthe z,...2,;, annehmen, während 
sich 2,,..1..,3, für = x auf die arbiträren Funetionen w,,.41(4)...-Ww,(y) 
redueiren. Man kann nun über die willkürlichen Funetionen g, so ver- 


fügen, dass die Funetionen z,;,...2,,, für x = x’ in die arbiträren Functionen 
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w.41(Y)---W,4,(y) übergehen, dass also das Integralsystem z,...z, mit einem 
beliebigen Integral des gegebenen Involutionssystems (I.) zusammenfällt. 
Wir schreiben zu diesem Zwecke „=y;=:':=7,=0 und ersetzen in «,, 
vo, x durch x’, sowie die Variablen z,, p;, 9, durch die Ausdrücke ,(y), 
2.(y), w(y), auf welche sie sich für 2 = x’ redueiren, und die, soweit sie 
nicht willkürlich angenommen sind, wie in No. 4 ermittelt werden. Man 
kann dann die s Functionen , auf eine und wesentlich zur eine Weise 
derart bestimmen, dass sie nach erfolgter Substitution für alle Werthe von 
y identisch verschwinden. 

Die Integration des gegebenen Systems (l.) ist so auf diejenige der 
Gleichungen (31.) zurückgeführt. 

Ist die oben mit s bezeichnete Zahl gleich r—1, so kommt die Er- 
mittelung des in No. 4 definirten allgemeinen Integrals auf die Integration eines 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen hinaus. In der I'hat, haben 
f,, 4,, v, die in No. 10 angegebene Bedeutung, so bestimme man wie vor- 
hin die Funetionen %,...p, mit Hülfe der Bedingung, dass sie nach Aus- 
übung der soeben geschilderten Substitution identisch verschwinden; das 
gesuchte Integral z,...z, ergiebt sich dann, indem man die Funetionen 
%,, Pr, Q, ermittelt, welche dem unbeschränkt integrablen System (36.) ge- 
nügen und sich für e=r, y=y' bezw. auf w,(y'), 4(y"), w;(y') redueiren 
(No. 4). Besitzt auch das rte der Pfaffschen Systeme (V1.) zwei Integrale, 
so treten diese an die Stelle der vorhin mit »,, v, bezeichneten Functionen: 
fürp=0, r=n erhält man so das Hamburgersche Integrationsverfahren *). 

Bemerken wir noch, dass sich stets durch Differentiationen und Eli- 
minationen entscheiden lässt, ob die geschilderte Methode anwendbar ist oder 
nicht, sowie dass im Faller = 1, also p= n—1, die Integration von (].) immer 


auf gewöhnliche Differentialgleichungssysteme zurückkommt. 


$4. 
Die beigeordneten P/afschen Systeme höherer Stufe. 
13. Zunächst stellen wir einige in diesem Paragraphen zur Anwendung 
kommende Abkürzungen zusammen. Wir schreiben: 


MN’ x MA’ =, Vu 
y u < L K } 4 A I EEE w; 
u > ) | etc 1... Ze 
u = ’ is v ® .. k. —— . 


| 


„a 


m 


*) Dieses Journal Bd. 93. 
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Behufs einfacherer Schreibung gewisser Summen setzen wir gelegentlich: 


PH =, Pur=pm Paz Pozr ete. 
Eine Function der Variablen x, y, z, und der Ableitungen p%, bis zur vten 
Ordnung einschliesslich heisse kurz eine Function vter Ordnung. 
Die ee D#, D# seien folgendermassen definirt: 








D 6) 
D: = er 
r 2: = > &(mi Oops, Toetpm ge 
Ö Ö Ö 
D* = ah + 
Y oy +22 (pH, - Ops, + +PaıH Az Op, 


Die (m+1)(»+p) Gleichungen, die sich aus dem System I durch 
m-malige partielle Differentiation nach ©, y ergeben, d.h. die Gleichungen: 


d" ; 
MR. :« FIR = 4,0 
de” —dy' . 
können wir in dieser Form schreiben. 
(37.) Ay = Mit Zu Papli" + 3 Qupti = 0; 
En l,., 2 +9, 2=0 1, ...M) 


die Functionen mter Ordnung M;; werden durch folgende Recursionsformeln 
erhalten: 

Mu, =D (Ay'); Mu=D An); 

M}, = D4" (Ay) = DI" (4971). =1,2..,m-1) 

Dabei haben die Ausdrücke M},, M!,, A!,, A;, dieselbe Bedeutung 
wie bisher bezw. die Ausdrücke M,, N,, A,, B. 

14. Die Gleichungen (37.) redueiren sich vermöge der vorangehen- 
den Relationen 

(38.) 0 Gen ea eh. mm) 
auf nur (m+1)r-+p in den höchsten Ableitungen unabhängige Gleichungen. 
Differentiirt man in der T'hat die Identitäten (2.) des $ 1 (m—1)-mal nach & 
und y, so erhält man vermöge (38.) mp identische Beziehungen der Form 

(39.) Ant Pi Ant ton Anrnt Pure a 0. 

=0,1,..,m-, s=1,2,...,P) 

Diese sind von einander unabhängig; denn unter den mp-reihigen 
Determinanten des zugehörigen, aus mp-Zeilen und (m-+1)(n+p) Colonnen 
bestehenden Coefficientenschemas {befinden sich alle Producte aus je einer 
p-vreihigen Determinante der Matrix (10.) des $ 2 und einer (m —1)p-reihigen 
des Schemas, welches zu den dem oberen Index m—1 entsprechenden 
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Gleichungen der Form (39.) gehört; ist also unsere Behauptung für die 
Zahl m—1 richtig, so gilt sie auch für die Zahl m und ist somit allgemein 
erwiesen, da sie für m =1 statt hat. 

Durch einen ganz analogen Schluss zeigt man, dass zwischen den 
linken Seiten der Gleichungen (37.) keine weiteren, von (39.) unabhängigen 
Identitäten bestehen können; denn unter den ((m+1)r-+p)-reihigen Deter- 
minanten des Schemas, das aus den Coeffieienten der p/;* in (37.) gebildet 
wird, finden sich alle Producte aus je einer (m»-+p)-reihigen Determinante 
des analogen Schemas, das der Ordnungszahl m—1 zugehört, und einer 
»-reihigen der Matrix (V.). Die Gleichungen (37.) lassen somit r=n—p 
der Ableitungen p/;*" völlig willkürlich, wie es auch nach dem Schluss- 
resultat des $ 1 nicht anders zu erwarten war. 

15. Wir drücken nun vermittelst der Differentialrelationen: 

dpi: = Pis 
die Grössen p%J'...p;t' durch die Ableitung p/'}}, aus, substituiren diese 
Ausdrücke in (37.) und schreiben die Bedingungen dafür auf, dass vermöge 
der so erhaltenen Beziehungnn eine der Unbekannten pY:....p,,,,, willkür- 
lich bleibt. Vor allem ergiebt sich wieder die Bedingung: 


nt] 


dz+p/,dy Ge 1a, m) 


mn 


dy = A,dı, 
unter A einen der Indices 1, 2, ..., r verstanden. Ferner gehen durch 
unsere Substitution die Gleichungen 
Andze+Aj;.dy = U Ü=0, 1... m-L,i=l,..,n+p) 
direet über in die von den p/;;, freien Relationen 


(40)  Mndc+M“,,dy+ 3, P,,dp”,+ B3 O,.dp".., = 0; 


endlich liefern die Bedingungen dafür, dass die n+p letzten der durch 
unsere Substitution aus (37.) erhaltenen Beziehungen: 


it 


m And P;.m } m+ dy \ 
Mt Pe + pi (Qu— Pu) = 0 


r 


eine der Unbekannten p/;, willkürlich lassen, eine neue Gleichung. Wir 
wollen das erhaltene System zusammenstellen: 


(a) dy=hdae, dpi,= (pr +ipin)de, (*= hen; = hun #) 
Hu =V m— i ae 
In) ID dA = 0, ee 
n n j; 
eo) Zu Zu} P,,) dpt,.- + (Zu Mr, )de = 





In den Bitstiönen a) sind unter den p/, der rechten Seiten irgend welche 








144 von Weber, partielle Differentialgleichungen in zwei Independenten. 


Funetionen von &, Y, 31, +: ., q, zu verstehen, welche die Bedingungen (38.) 
identisch erfüllen; in den Gleichungen b), die sich auf m»+p unabhängige 
redueiren, bezieht sich das Zeichen d auf alle Variablen &, y, 21, : - -» Pins +} 
sie sind vermöge a) mit den Beziehungen (40.) gleichbedeutend; in ec) end- 
lich haben die Grössen u; dieselbe Bedeutung wie in No. 8. 

Wir bezeichnen die r Systeme totaler Differentialgleichungen (VIL.) als 
die dem gegebenen Involutionssystem (1.) beigeordneten Pfaffschen Systeme 
mter Stufe. Die Annahme m =1 führt auf die RER (VI) des vorigen 
Paragraphen zurück, sofern unter den Ausdrücken A;, die Functionen f; selbst 
verstanden werden. 

16. Ihrer Herleitung nach können die Gleichungen b), e) auch er- 
setzt werden durch die .. 

(d.) Pu = (pP + uPpir dr. k=1,...,n; I=0,1,..., m) 
Dabei verstehen wir He m Grössen p/;' die allgemeinsten, den Rela- 
tionen (37.) identisch genügenden Functionen der Variablen x, y, 3, und 
der Ableitungen p£, bis zur mten Ordnung einschliesslich. Existirt also ein 
Integral 9, der Pfaffsehen Gleichungen (VII.), das von den Ausdrücken 
A!" in Bezug auf die Variablen p/; functional unabhängig ist, so genügt 
es vermöge (38.) für beliebige Werthe der Ableitungen (m+1)-ter Ordnung 


einer Identität der Form: 
np 


f 7 m , nv; A" m 
(41.) A,+ ı.B = 23 Sigi di Sigi, A t° +2: A 


worın wir 


A, u D; op T Zu (I,p1: + +, , 
BER m—1 nd h m-+1 h m+1 
B, = D' + SH upisat +2, ie 
| og, 
7 — BR k=1l,.,n a=l,1,..., m) 
ku 
gesetzt haben. 
Die eben geschriebene Identität ist mit folgenden Relationen äquivalent: 


n+p m 
m—] 1 © N 
D“ p,+4,D; ” = 2 Suliul M.: 
n+typ 
II; = = ou Pix; 
(k = 1, ...,%) 
As h > . 5 
(42.) IT; +, ER FE ne 2 5, (oi,. Qt Qu P; Rh Re) 
nt} 
hi , h 
h, IT; Er = O;m Q;;: 
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Die Elimination der o,, aus diesen Gleichungen vollzieht sich nach den Be- 
merkungen der No. 14 in der Weise, dass wir alle ((m+1)2-+p-+1)-gliedrigen 
Determinanten der zugehörigen Matrix Null setzen. Wir erhalten so für 
y, ein System linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung; 
die darin auftretenden unabhängigen Variablen sind diejenigen der Grössen 
2, Y5 13 +++, Pam, die vermöge der Relationen (38.) von einander unab- 
hängig bleiben. 
17. Setzt man zur Abkürzung: 


ın 


N 
va)=3 hs AM)=Z(-H"I,;, 


und versteht man unter 4...l, (s=1,...,n) irgend » linear unabhängige 
Grössensysteme, so erhält man ein den Relationen (42.) äquivalentes Glei- 
chungssystem, wenn man in jeder der » Identitäten: 


n n-+p 
(43.) ih): viA)(Qu—AP)+Q-—ı) Pi) = 0 FTIR 
1 1 


die Coefficienten von A"*', 4”, ..., 4, 1 einzeln Null setzt. Es mögen nun 
für =4, alle »-reihigen Determinanten der Matrix: 


| Q,, Ze „P,, ... On ar, +p.1% Pi(2.) 
(44.) a RT 


Ö,. a j. P.. ze Ö, +pn h Fr rp.n9 Kg (A) 


verschwinden. Bestimmen wir dann die Grössen /.../, aus den Gleichungen 
n 
Srli(Qu- Pi) = 0, Belkiine 
1 
n } N 
Sl, P,(4,) == 0), 
1 


multiplieiren die ersten »-+p derselben bezw. mit w(},), die letzte mit 
),— 4, und subtrahiren die Summe der linken Seiten der so erhaltenen Glei- 
chungen von (43.), so kommt eine Identität, deren linke Seite durch A—4, 
theilbar ist, also zur Bestimmung der oe‘, nur m-+1 Relationen liefert. Ist 
demnach v die Zahl der gemeinsamen Verschwindungswerthe aller »-reihigen 
Determinanten des Schemas (44.), so erhält man aus den » Identitäten 
(43.) zusammen höchstens 


v(m+1)+(na—v)(m+2) = n(m+2)—rv 
unabhängige Relationen. Da diese aber nach dem Schlusse der vorigen 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 2. 19 
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Nummer genau . 
(m+1)(n+p)—(m+1)n—p—1 = mp-1 
unabhängige Löüsungssysteme o;, besitzen, so muss man haben: 


N 


n(m+2)—v — (m+l)n+p)—mp+1, 


d.h. 
(45.) v—r-l (r=n-p). 
Nun gestattet aber das Gleichungssystem in den Unbekannten u;: 
3; u(Or— Pa) + Unspri Pr) = 0 Gel.) 
nach No. 8 die p+1 unabhängigen Lösungen: 
Pi- h,01..Dnrp — h;n4p 0, =1,...,Pp) 
BE a 0, 


ferner nach dem obigen die Lösung 


vn (A)... Warp (A), —Aı, 
die für jZh von den vorhergehenden unabhängig ist; also gilt in (45.) 
das Gleichheitszeichen und wir haben den Satz bewiesen: 

Ist p, ein Integral des Pfaffschen Systems (VIl.), das von den Aus- 
drücken A}; in Bezug auf die Variablen p!, functional unabhängig ist, so 
haben die algebraischen Gleichungen, die durch Nullsetzen aller n-reihigen 
Determinanten der Matrix (44.) erhalten werden, die Wurzeln 4,...4,_ı; 
hyın..h,, nicht aber die Wurzel A, gemein.“ 

18. Für jeden der Indexwerthe A=1,.2, ..., r—1 besitze nun das 
beigeordnete Pfaffsche System mter Stufe (VII) ein Integral p,, das von 
den Ausdrücken A’ in Bezug auf die Ableitungen mter Ordnung functional 


unabhängig sei. Wir behaupten nun, dass die Gleichungen 


‘ num Aue +1 +1 
a) dy un 1,dz, dp‘: vun (pi +, pn )der, 
V=U1,.. 4; aelb)on, m—1; il, ...N+p) 

b) dA; = 0, (=U0, 1, .., m-1; i=1,...,n+P) 
(46. | 
Ku ec) dp, = V, M=1,2,..,r-1) 

n n+p n+p 
. r m r 
d) Zel Zi Pu)api.+ Zi wide = 0, 





(worin für die pf, der rechten Seite von a) das in No. 15 Gesagte gelten 
soll), ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen mit der unabhängigen 
Variablen x und den abhängigen Veränderlichen y, 2, --:, Pim darstellen, 
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d.h. dass sich die Relationen b), ce), d) nach den Differentialen dp}, auf- 
lösen lassen. 

Vor allem bemerken wir, dass die Relationen b) sich auf mn-+p 
unabhängige reduciren, so dass wir in b), ec), d) höchstens (m+1)» Glei- 
chungen zur Bestimmung der (m+1)» Unbekannten dp”, vor uns haben. 
Wir beweisen zunächst, dass keine von den Differentialen dp/‘, freie Com- 
bination der Form 


n+p m—1 r—1 
(41.) Si 2, 0,dAy + Zutudg, 
1 
existiren kann. Denn die Annahme einer solchen ist mit der Voraussetzung 
äquivalent, dass die » Identitäten 


n+p 2.5 Dj | r—1 as 
"2: (O;,% D '-9,, „ +.++0,,.) 0a P,..)+ zı T, (A) = U) 


(k=1,....n) 


für jeden Werth von A erfüllt sind; in der T'hat ergeben sich hieraus durch 
Nullsetzen der Üoefficienten aller Potenzen von 4 dieselben Relationen, 
wie durch Nullsetzen der Üoefficienten der dp‘, in (47.) Mithin wären in 
der Matrix: 


| Q,1— u Darst P ori: Ph). re 
» 
O,. —. P,. ’ Anm h Picrans rn (2). P, m (4 ) 


die Elemente einer der r—1 letzten Colonnen, etwa der dem oberen Index 
j entsprechenden, lineare Combinationen der bezw. in derselben Zeile stehen- 
den Elemente der übrigen Colonnen; alle aus den letzteren gebildeten 
n-reihigen Determinanten verschwinden aber nach No. 17 für =4, und 
,=4,, die sämmtlichen »-reihigen Determinanten von (48.) aber nur für 
»=4,, womit unsere Annahme als unzulässig erkannt ist. 

Aus der Voraussetzung ferner, dass die linke Seite der Gleichung 
d) in Bezug auf die Differentiale dp/, von den Ausdrücken dA}, dp, nicht 
unabhängig sei, ergeben sich Relationen der Form: 


n-+ n+p 

3; u; Pt <i 0,10, „+2 2 7, # Tr 0, 

1 

n—+p r—1 

<i (0, m—s— ‚d: at 0, m—s P,.)+ PN T 1 AER — 0, (= 1, 2, ...,m-—I) 
1 

n+p 

<i ouPu+ 2 2 nr, 20 — —=h, (k il, .... 9) 


19” 
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aus denen sich die folgenden Beziehungen ableiten lassen: 


n-+p r—1 





h) l 
<: 0,,P;..+ = IT, %.0 Fe Ö, 
c n+p n-+p r—1 . r—1 _ 
(49.) Si :u-1Qiat <: O;uPirt nl n,H,ur zu Hin = 0, wehuum 
n+p r—1 j 
Si Om O;.+ = £, IT}, . 0, (EEE, „u n) 
1 


wenn gesetzt wird: 





Qu = (Io 
'E Q;u O;u + A, O;u—1, (k=1,..., mi) 
(D0.) 2 

Om = Wr On 

IT, u) T, 5 #, ri A, T, - 


Aber die n(m+2) Gleichungen (49.) in den Unbekannten 0,,, 7, #, 
gestatten nach dem Bisherigen nur die folgenden mp+r—1 linear unabhän- 
gigen Lösungen: 


rn -- q, 9+2 
0,,„ = 0, (u=V,1,.., 9 9+2, q+3, ..., ”) | irn BER "on 

DR Rs A] ne es EUR ji J el, 4,0, 9 
0;, = %n O;,0+ı = Po = =1,=4ı = +=%Ü1=(, 
0:., 6" = een ,=7 —n,,=0 
ulm /ı = ER TE ge ED; | 

(Aeetrs, rel) 

nm, =—-l =, A=:: = 41 == t=%Ü1=/. J 


Mithin wäre das Grössensystem (50.) eine lineare Combination der 
eben hingeschriebenen Lösungssysteme, woraus sofort folgt, dass alle 7, 
gleich Null sind und dass mp Factoren v,,, ..., v,.(s=1,...,p) von der 
Beschaffenheit existieren, dass man hat: 


. - 8 
Wr 4,0; m-ı u Py Vm Pi; 
1 


= pP 
Om; t 4, O;m-j-1 Zn =, (Vm-it Yun), (j=]1,..., mol) 
P R 
O;u = =; V,.ı Os 


Multiplieirt man die zweite dieser Gleichungen mit —4,, die dritte mit (—4,)' 
ete.. die (m+1)-te mit (—4,)” und addirt alles zur ersten, so folgt: 


p 


u; . Ss fe a h, V,m-1 r re 7 ( 1," v,ı) (PB Er h, ;); 


1 


was der in No. 8 gegebenen Definition der «; widerspricht, q. e. d. 
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19. Die Gleichungen (46.) b) e) d) sind das Resultat der Elimination 
der Ableitungen (m-+-1)ter Ordnung aus den Relationen: 


dps, = (pr Hip )dr, R=1,.,n; 10,1... m) 
re  \ nn 3 44 ste ei En Feet 
(51.) A; P=— 0, A, u 0, B, Pr 0. ( r 2 EEE ) 


Nun besitzt das System gewöhnlicher Differentialgleichungen (46.) 
augenscheinlich zwei verschiedene in Bezug auf die Ableitungen mter Ord- 
nung von den Ausdrücken A}, 91, +++, 9, functional unabhängige In- 
tegrale «,, v,; ist p, eine willkürliche Funetion derselben und setzen wir 


D;y, A..:.Be B,, 
so besteht nach dem eben Gesagten für beliebige Werthe der Ableitungen 
(m+1)ter Ordnung vermöge der Relationen (38.) eine Identität der Form 


n+p m r—1 
A,+2,.B, = S: Sı 0,,A7,+ 2 (0,A,+7,B,). 
Mit Rücksicht hierauf und auf die Identitäten (39.), (41.) stellen die 
Gleichungen (51.) zusammen mit den folgenden: 
(52.) A; =0,'B;=P9 
senau (m-+2)r linear unabhängige Beziehungen dar, aus denen man die 
Ableitungen p/7" als Funetionen der Variablen z, y, z, und der Ableitungen 
bis zur mten Ordnung inel. eindeutig berechnen kann. Wir denken uns 
die erhaltenen Werthe wieder in (51.), (52.) substituirt, und aus den resul- 
tirenden Identitäten die nachstehenden gebildet: 
Dy Al, — DE Adıyı 0, D’A,-DEB,=0; 
wenn gesetzt wird: 
Ayı D vPkinı —D pri 


so nehmen diese Beziehungen die nachstehende Form an: 


b 


n n 

3: P,,4, + Sı 0,4,,.: — 0, (a I,:.,nt+Pp; I, 0. 
1 1 
n m-+i , 

Sk Sı I, ,d,) = V, (kol, 2, u.) 
1 1 


in der sie ein System von (m-+1)» unabhängigen linearen homogenen Re- 
lationen für die (m+1)r Unbekannten /,, darstellen; es verschwinden 
nämlich nicht alle (m-+1)r-gliedrigen Determinanten der zu diesen Glei- 
chungen gehörigen Matrix, da andernfalls die Funetionen AT, Ps ::., 9, 


il 


in Bezug auf die Ableitungen p/, nicht funetional unabhängig wären. Mit- 
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hin sind alle Ausdrücke #,, identisch Null, und wir haben den Satz ge- 
wonnen: 

„Sind die Functionen mter Ordnung ,, ..., $,_, von den Ausdrücken 
AT in Bezug auf die Ableitungen mter Ordnung functional unabhängig und 
bez. Integrale der den Indices h=1,..., r—1 entsprechenden beigeordneten 
Pfaffschen Systeme mter Stufe, ist ferner y, irgend ein von den Functionen 
AT, Pı-.:$,_, in Bezug auf die Ableitungen höchster Ordnung unabhängiges 
Integral des Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen (46.), so kann man 
aus den Relationen | 


A) — 0, Do, = 0, Do, — () G=1,...n49 1=01l,.,m; h=l,...,r) 


Y 
die Ableitungen (m+1)-ter Ordnung als Functionen der Variablen x, y, 2, und 
der Ableitungen p“, bis zur mten Ordnung eindeutig berechnen; substituirt man 
diese Ausdrücke in das System totaler Differentialgleichungen: 
(53.) dz, = pıdc+g,.dy, dp, = r,dz+s,.dy...dpin = Pin de+ pin. dy, 
(k= 1, ...,%) 
so wird dasselbe unbeschränkt integrabel“ 
Durch Integration dieses Systems erhalte man die Variablen z,, 


m 


Prs >+ +, Pi als Functionen von z, y und der Ausgangswerthe x, Y, 344 » +, Pins 
wobei wir die letzteren den sämmtlichen Relationen (38.) sowie den fol- 
genden: 


Ile, y, et u.) (= 1,...,n+p) 
unterwerfen wollen. Indem wir die gewonnenen Werthe der z,, ... in die 
Ausdrücke A}7” substituiren, verwandeln sich diese in Functionen von z, Y, 
deren partielle Ableitungen augenscheinlich Null sind, mithin in Constante, 
die aber vermöge der über die Ausgangswerthe getroffenen Festsetzungen 
ihrerseits verschwinden. Da dasselbe für die Ausdrücke A; ete. gilt, so 
erkennt man schliesslich, dass das betrachtete Integral des Pfaffschen 
Systems (53.) ein partieuläres Integral des gegebenen Involutionssystems (1.) 
liefert. Das allgemeine Integral des letzteren ergiebt sich aus dem Vorher- 
gehenden unter der Voraussetzung, dass jedes der Systeme VII, die den 
Indexwerthen A=1, ..., r—1l entsprechen, zwei verschiedene, von den 
Ausdrücken A/7" in Bezug auf die höchsten Ableitungen unabhängige In- 
tegrale z,, ®, besitzt, und unter g, eine arbiträre Function derselben ver- 
standen wird. Wie in No. 12 kann man über die Functionen %, derart 
verfügen, dass auf diese Weise ein beliebiges Integral des gegebenen In- 
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volutionssystems (I.) erhalten wird; wir gehen indess auf die genauere Be- 
stimmung der 9, der Kürze halber nicht ein. 

20. Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir andeuten, wie man 
die voraufgehende Theorie von einer nicht unwesentlichen Beschränkung 
befreien kann. 

Aus der Identität (41.) folgt, dass zwischen den g-+1 Funectionen der 
Ordnung m+g-+1, die sich aus 9, durch g-malige partielle Differentiation 
nach x und y ergeben, und den Ausdrücken A}? genau g unabhängige 
lineare Identitäten bestehen. 

Es sei nun für jeden der Indexwerthe Ah=1, ..., r—1 y, ein von 
den Ausdrücken A} in Bezug auf die höchsten Ableitungen unabhängiges 
Integral des beigeordneten Systems m,ter Stufe, das demselben Index A 
zugehört, und m die grösste der Zahlen m,; wir denken uns dann jede der 
(Gleichungen 

(94.) p, = eonst. 
so oft partiell differentiirt, bis die erhaltenen Gleichungen die Ordnung m 
erreichen, d. h. (m—m,)-mal, und behalten aus jeder der so gewonnenen r—1 


Gruppen von Gleichungen mter Ordnung eine bei, deren linke Seite wir 
mit /, bezeichnen wollen; für m = m, sei A, mit p, identisch. Indem wir 


jetzt in den Differentialgleichungen (46.) p, durch A, ersetzen, und die in 


a) daselbst auftretenden Grössen pf, nicht nur den Bedingungen (38.), 
sondern auch den aus (54.) abgeleiteten Relationen unterwerfen, resultirt 
wiederum ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen, das zwei von 
den Ausdrücken A/7’, A, in Bezug auf die höchsten Ableitungen unabhän- 
gige Integrale «,, v, zulässt; bedeutet y, eine arbiträre Function der 
letzteren, so kann man aus den Relationen 

A,=0, Dyp.=0, Dy=0, 


sowie aus den Gleichungen (m+1)-ter Ordnung, die durch wiederholte 
partielle Differentiation von (54.) erhalten werden, die Ableitungen (m+1)-ter 
Ordnung eindeutig als Functionen von z, y, z, und den Ableitungen bis 
zur mten Ordnung berechnen. Durch Substitution dieser Werthe wird das 
Pfaffsche System (53.) unbeschränkt integrabel; seine Integration liefert 
ein von der arbiträren Function p, abhängendes partieuläres Integral von 
(IL), wenn die Ausgangswerthe der Variablen den Bedingungen (38.) und 
allen aus (54.) abgeleiteten Relationen unterworfen werden. 
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Aus einer Bemerkung der No. 16 fliesst unmittelbar der Satz: 

„Sind u,, wu, Integrale des dem Index h angehörigen beigeordneten 
Systems m,ter, bezw. m,ter Stufe, und ist m, Z m,, so ist auch jede Func- 
tion yp,(u,, u) ein Integral des Systems m,ter Stufe.“ 

Hieraus schliessen wir, dass sich nach unserer Methode das allgemeine 
Integral des vorgelegten Involutionssystems (I.) durch Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen ermitteln lässt, wenn für jeden der Indicesh=1,..., r—1 
entweder zwei ganze Zahlen m,, m, < m, ezistiren, derart dass die zum 
Index h gehörigen beigeordneten Systeme m,ter, bezw. m,ter Stufe je ein 


. * my,—1 mi —1 . 
Integral u, bezw. w, besitzen, das von den Ausdrücken A,’ bezw. A,,; in 


Bezug auf die höchsten Ableitungen functional unabhängig ist: oder*) 
eine ganze Zahl m, von der Beschaffenheit, dass das Pfaffsche System (VII.) 
mit dem Index h und der Stufenzahl m, zwei verschiedene Integrale u,, v, 


ke . m—1 . > N r = " 
zulässt, die von den A,’ in Bezug auf die Dı, unabhängig sind. 


$ 5. 


Lineare Involutionssysteme; partielle ‚Differentialprobleme höherer Ordnung in zwei Independenten. 


21. Es sei ein in den p,, g, lineares Involutionssystem: 


(59.) = Pıpıt"+Pamt+ Put +0. +L=0 G=1,2,...,ntPp) 


vorgelegt, das den Bedingungen der No. 1 und 2 genügt; die Coefficienten 
P,., Q;:, L;, die in den bisherigen Entwiekelungen wiederholt gebrauchten 
Grössen u’, «, P} und die Wurzeln 4,...i, sind jetzt Functionen der Va- 
riablen x, %, 3,...2,; die Bedingungen b) des $ 1 müssen vermöge der ge- 
gebenen Gleichungen (55.) erfüllt sein. 

Substituirt man in (55.) für die p, ihre aus den Relationen: 


dz, = p,de+g,.dy 
entnommenen Werthe, so kommt: 


ds; 


id \ n dy 
L;-+ Zi P;; dia ra (04 - de Pe) =. ah u at) 


Die Bedingungen dafür, dass diese Beziehungen eine der Grössen g, will- 
kürlich lassen, erhält man unter Berücksichtigung der Relationen (3.) des 


*) Man sieht leicht, dass mit der ersten Annahme auch die zweite erfüllt ist. 
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$ 1 in der Form: 
(a) dy = A,de, 


b) Z(B-1a)Lde+ 32, BiP,.)ds, = 0 
(56.) = (PB: „&)L,dc-+ Zi Zip: ..)d2, = 0, Be 





© 3: uL,de+ (2: wP,.)da,; = 0. 


Diese r Systeme von je p+2 totalen Differentialgleichungen mögen die den 
rleichungen (55.) beigeordneten Pfaffschen Systeme der nullten Stufe genannt 
werden. 


Da die Relationen (56.) b), e) ihrer Herleitung nach mit den fol- 
genden gleichbedeutend sind: 


dz, = (pi + 4,q,) de. (k=1,..., n) 
wenn darin p,, q, die allgemeinsten Functionen von z, Y, 2,...2, bedeuten, 
die (55.) befriedigen, so ist ein Integral 9, des Systems (56.) auch dadurch 
definirt, dass es für beliebige Werthe der p,, g, einer Identität der Form 


n+p 


(97.) D,$1.+4,D,Yı e= =: of, 


genügt, wenn 


nn 


‚D= 5, +29: 


0%: r © 


Ö 





n 6) Ö 
Det O2, 
gesetzt wird. Es sind zwei Kategorien von Integralen der Systeme (56.) 
zu unterscheiden. In die erste rechnen wir diejenigen, welche nur einer 
Identität der Form (57.) genügen; in die zweite diejenigen Integrale w,, 
für welche man identisch hat: 

D,v, = Z0,f, D,v, = -Zof; 
woraus durch Vergleichung der Coefficienten der p,, g, sofort folgt, dass 
das Grössensystem 
Wr ie 


eine lineare Combination der p Systeme 


EL Speer. 0, 29 
sein muss. Durch leichte Modification der Ueberlegungen des $ 3 be- 
weist man: 
Existirt für die den Indices AR=1,...,s (s <r) entsprechenden Systeme 
(56.) je ein Integral 9, der ersten Kategorie, so bilden die Gleichungen: 
ke. Da), „ Dig,=0 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 2. 20 
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wiederum ein Involutionssystem, dessen r—s beigeordnete Systeme nullter 
Stufe aus (56.) erhalten werden, indem man die Gleichungen 


dp, =0, ..., dy,=V 
hinzufügt und % die Werthe s+1, s+2, ..., r durchlaufen lässt. Im Falle 
s=r-—1l erhält man so ein einziges System gewöhnlicher Differential- 
gleichungen für 9, 2, -.., 3,, das zwei verschiedene, von den Functionen 
Pi +++, Pi In Bezug auf die Variablen z, unabhängige Integrale «,, ®, 
der ersten Kategorie besitzt; ist y, eine arbiträre Function von «, und v,, 
so kann man aus den Relationen: 


fi =, on hr = 0, D,pı =, u D,y, =) 
die Grössen p,, qg, als Funetionen von x, Y%, 2, -:-, 3, berechnen und in 
die Relationen: 
dz;, = p,.dx + q,.dy (k=1,...,n) 


substituiren, wodurch dieselben in ein unbeschränkt integrables System 
totaler Differentialgleichungen übergehen. Die Integration dieses Systems 
liefert zunächst ein von der arbiträren Function y, abhängendes particuläres 
Integral des Systems (55.), und das allgemeine Integral unter der Voraus- 
setzung, dass jedes der r—1 ersten Systeme (56.) zwei verschiedene Inte- 
grale w,, v, der ersten Kategorie zulässt, und unter g, eine willkürliche 
Funetion dieser Integrale verstanden wird. 

Die allgemeine Theorie der $$ 3 und 4 ist auf lineare Involutions- 
systeme unverändert anwendbar; man hat nur zu beachten, dass zu den 
Relationen (38.), vermöge deren wir in $ 4 gewisse Bedingungen als erfüllt 
ansahen, jetzt die Gleichungen (55.) selber hinzutreten, und dass die Zahlen 
m,, m, der No. 20 nunmehr auch den Werth Null annehmen können. 

22. Wir betrachten nun ein System partieller Differentialgleichungen 
beliebiger Ordnung mit den unabhängigen Veränderlichen x, y und den un- 
bekannten Funectionen &, &% ..., C,: 

(A.) w(z,  .,0E, I. Ba = 0. G=1,2..) 
Die Ordnung der höchsten darin auftretenden Ableitungen sei m. Nehmen 
wir an, dass das allgemeine Integral das Gleichungssystem (A.) von r 
arbiträren Functionen je eines Arguments abhänge, so existirt eine Zahl 
u« — m von der Beschaffenheit, dass die Gleichungen (A.) und die aus ihnen 
durch unbegrenzt wiederholte partielle Differentiation nach z und y erhal- 
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tenen Relationen für jede Zahl «’ > u von den («+1)v Differentialquotien- 
ten «ter Ordnung der Z, genau r willkürlich lassen, die übrigen («+1)v—r 
Ableitungen «ter Ordnung also durch die letzteren auszudrücken gestatten. 
Wir wollen alle unabhängigen Beziehungen, die aus (A.) und den daraus 
durch Differentiation erhaltenen Gleichungen für die Variablen x, y, £.. ..., £, 
und die Ableitungen der Z, bis zur («—2)-ten Ordnung einschliesslich her- 
gestellt werden können, als das System (B.), die unabhängigen unter den 
Relationen, die für die Ableitungen («—1)-ter Ordnung stattfinden, als das 
System (C.), endlich alle unabhängigen Relationen zwischen den Differential- 
quotienten «ter Ordnung als das System (D.) bezeichnen. Führen wir nun 
an Stelle der Grössen 

Bin Ai 2. Da ur: oumig 

en er Fi "u PA u, - "En Zr =" 2 


neue abhängige Variable: 
To; To; Ni, N; ni; Er + 


ein, und setzen wir: 


Auf Arru—1 Aur ru Amu- 
© S, On, y © >k On; o u ET 
= oo. = — = — =... ul) 
or" Or or#Hoy’ OL oy 
Au Ant! 
fr S, kz ON, u—ı 
Oyr oy 


so verwandeln sich die Gleichungen (D.) in ein System partieller Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung (D'.) für die abhängigen Variablen a7", 
zu denen die folgenden Relationen hinzutreten: 


on: On: == L .„... 22) 
E “ k.! un st] . kl s+]1 =VU “ 8 
( .) a et. TT,.; “ u — Teır1s ‚ en 
Or ‚ Oy ’ Km, „... 8 
Anh! Anmu—i ’ 
(F ) c er - On,.ı4ı (* = ],:..., 3 \ 
ö ter Fe 2) 
Oy Ox =0, 1,.., p—2 


Daneben bestehen die aus (B.) und (C.) erhaltenen Beziehungen: 


(G.) am A ar Aa) el, G=12...) 
(H.) a ee. G=1,2,..) 


Wir denken uns aus (G.) möglichst viele der Variablen n}, ete. durch x, y 
und die übrigen Grössen 7}, ..., n%,_, ausgedrückt; diese letzteren, die 
also vermöge (G.) noch willkürlich bleiben, bezeichnen wir mit z,, 2.. ..., 2,: 
ferner denken wir uns aus (H.) möglichst viele der Grössen ni" als Fune- 
tionen von z, %, 31, -.., 3, und der übrigen Grössen n{7' berechnet; diese 


20* 
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letzteren seien 3,;1, 3,42 -., 3, genannt. Hierauf substituiren wir die er- 
haltenen Ausdrücke: 


917 $ Bl, ..9, Iamlk san e 
Tr rg 74,(21, Dre 203 T, y), s=0,1,.., 4-2 


k=l,...,r ) 
I=U 1,.., a1 


in die Gleichungen (D'.), (E.), (F.), wobei die partiellen Differentiationen 
nach z und y in der Weise auszuführen sind, dass alle Variablen z, als 
Funetionen von x und y betrachtet werden. Diejenigen der Gleichungen 
(D'.), (E.), (F.), die sich hierdurch nicht in Identitäten verwandeln, liefern 
für 2, .-., 3, ein System partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, 
und zwar ergeben die Relationen (E.) 2 Gleichungen der Form: 


(58.) 
Un," rag N, (2, Ay +0, Sn T, y) 


59) h=m- Pla. 5 Y)=0, fun Pils. 8 y) =, 


(i=1,2,...,0) 


worin 





B®= x; Kom Oy Ge an 


gesetzt ist. Aus unseren Voraussetzungen über das System (A.) folgt un- 
mittelbar, dass r der Ableitungen py+1 +++, Pas Gern +++) q. vermöge der 
Gleichungen (A.) und der durch Differentiation daraus abgeleiteten Be- 
ziehungen völlig willkürlich bleiben müssen. Mithin redueiren sich die 
Gleichungssysteme (D'.), (F.) durch unsere Substitution zusammen auf 
2(n—o)—r in Bezug auf die Variablen p,,1 - - -, Pas Fo+n + +, q„ unabhängige 
Gleichungen der Form 

(0) Are, % In 20 Bus Bert > ++ Pas dern cn mW). 


(k=1,2, ..., 2(n—o)—r) 


Jedes Integral der Gleichungen (59.), (60.) liefert vermittelst der Relationen 
(58.) ein Integral des ursprünglichen Systems (A.); umgekehrt lässt sich 
aus jedem Integral des letzteren leicht ein solches des Systems (59.), (60.) 
ableiten. 

Die Anzahl der Gleichungen (59.), (60.) ist 22»—r; mithin ist r<.n, 
da andernfalls das allgemeine Integral derselben, also auch dasjenige des 
vorgelegten Gleichungssystems eine willkürliche Function von = und y 
enthielte; wir dürfen sonach r=n-—p setzen. Die Gleichungen (59.), (60.) 
sind ferner in Bezug auf die p,, g; unabhängig; endlich redueiren sich die 
Relationen, die aus ihnen durch einmalige partielle Differentiation nach x 
und y hervorgehen, auf 2n+p unabhängige; denn von den zweiten Ab- 
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leitungen der z, müssen ebenfalls genau r=n—p willkürlich bleiben. Aus 
No. 1 folgt dann sofort, dass die Gleichungen (59.), (60.) ein Involutions- 
system bilden. Das Gleichungssystem (59.), (60.) ist in den Variablen p,, 
(;, linear, wenn die oben mit « bezeichnete Zahl grösser als m, dagegen 
im allgemeinen nicht linear, wenn sie gleich m ist; da aber u beliebig gross 
genommen werden kann, so ist der Satz bewiesen: Jedes System partieller 
Differentialgleichungen in zwei Independenten, dessen allgemeines Integral von 
einer endlichen Anzahl arbiträrer Functionen je eines Arguments abhängt, 
kann auf ein Involutionssystem, möthigenfalls selbst auf ein lineares zurück- 
geführt werden. 


München, den 20. März 1896. 











Zur Integration 


der gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
(Von Herrn Alf Guldberg in Christiania.) 


\W enn es sich um die Integration einer vorgelegten gewöhnlichen 
Differentialgleiehung mter Ordnung handelt, so liegt es nahe zu untersuchen, 
wie weit man die gegebene Gleichung auf die Form einer exacten Diffe- 
rentialgleichung derselben Ordnung bringen kann. Für den Fall, dass die 
gegebene Gleichung linear in Bezug auf die höchste vorkommende Deri- 
virte y'”’ ist, hat Euler bekanntlich gezeigt, wie man dies durch einen inte- 
grirenden Factor erreicht; die Bestimmung dieses Factors führt aber für 
Differentialgleichungen höherer Ordnungen auf die Integration partieller 
Differentialgleichungen so complieirter Natur, dass die Ausführung dieses 
Verfahrens für Differentialgleichungen von höherer als der ersten Ordnung 
kaum mehr als ein rein theoretisches Interesse bieten dürfte, 

Obgleich es sonach scheint, dass die Integration einer vorgelegten 
Differentialgleichung mter Ordnung sich nicht einfach direct auf Quadraturen 
redueiren lässt, so dürfte es doch gelingen, ihre Integration auf die Inte- 
gration einer Differentialgleichung erster Ordnung zu reduciren. 

In Beziehung auf dieses letzte Problem erlaube ich mir, in den fol- 
senden Zeilen einige Bemerkungen zu machen*). 

Es sei eine Differentialgleichung zweiter Ordnung vorgelegt: 

(1.) | F(«, Y; y, y) = U, 
wo F linear in Bezug y’ ist. Die Gleichung (I.) lässt sich dann immer 
auf die Form einer linearen totalen Differentialgleichung: 

(II.) Rdy-+-Qdy+Pdx = 0 


bringen, wo R, Q, P Function von z, y, y' sind. Wenn hier die Coef- 


*) Cfr. Alf Guldberg: Comptes Rendus 1° juillet 189. 
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fieienten R, Q, P die Bedingung: 

band 2 a ag 00 _ OR 

(a.) [RaPr|= RC}, - 5)+ le = 5y7)+ HP, a) 0 
identisch erfüllen, so ist die lineare totale Diele (II.) unbe- 
schränkt integrabel, ihre Integration also mit der Integration einer Diffe- 


rentialgleichung erster Ordnung aequivalent, und ein allgemeines Integral 
der Gleichung (11.): 


p(z, y, y) = eonst. 
ist ein erstes allgemeines Integral der gegebenen Gleichung (I). Wenn 
dagegen die Coefficienten A, Q, P der Bedingung (a.) nicht genügen, so 
addirt man zur Gleichung (Il.) die Identität: 
o(z, y, y)dy—alz, y, y).ydı = 0 

wodurch unsere Gleichung die Form: 

II. Rdy +(Q+e)dy+(P—-eo.y)de = 0 
erhält. Wir verlangen nun, dass die bis jetzt unbekannte additive Funetion 


a so gewählt werden soll, dass die lineare totale Differentialgleichung (III.) 
unbeschränkt integrabel RER dass also: 


oP oQ da OR oP 14.00 
1 ee ( (( A wi 
R(S, ai Br a ++) (Z a tety ay) 
! \ oQ OR ca 
+(P—y a) öy! — It ar) = (), 


und folglich « durch die lineare Air uiätnge Bone 


(IV.) (P+y'.Q) öy' —y'.RZ u —R—— +0’ 
OR op 00 4; 
Ta [4+ O2 96 y' +y ‚ oy' | ” (PR m, 


bestimmt ist, 


öp - „(OR  OP\ p(°0 _ OR 
(PQAR] = net = +, - ay/T Pay - Th 


Ist « dieser Bas gemäss gewählt, so verlangt die Bestimmung 
der allgemeinen Lösung der Gleichung III: 


(V.) w(z, y, y) > Uonst., 
die ein allgemeines erstes Integral der gegebenen Gleichung (l.) ist, nur 
die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung. 
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Die Schwierigkeit des auseinandergesetzten Verfahrens liegt in der 
Bestimmung der additiven Function «. Es ist aber zu bemerken, dass es 
für unsere Aufgabe hinreicht, eine particuläre oder singuläre Lösung der 
partiellen Differentialgleichung (IV.) zu bestimmen. Es existirt folglich 
eine ausgedehnte Klasse von Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die 
sich ohne Integration auf die Form einer linearen totalen, unbeschränkt 
integrablen Differentialgleichung bringen lassen; Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung deren vollständige Integration also durch einen Eliminations- 
process auf die Integration zweier Differentialgleichungen erster Ordnung 
redueirbar ist. 

Um das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung (I.) zu be- 
stimmen, hat man also entweder die gefundene Differentialgleichung (V.) 
zu integriren, oder einen neuen partieulären oder singulären Werth für die 
durch Gleichung (IV.) bestimmte additive Function («.), etwa « zu fixiren 
und die lineare totale, unbeschränkt integrable Differentialgleichung: 


Rdy'+(Q+a)dy+(P—o'.y)de = 0 
zu integriren, deren allgemeine Lösung: 


4 
plz, y, y) = eonst. 
sei, und dann y’ zwischen den beiden allgemeinen ersten Integralen: 


v(z, Yy, y) > eonst., Y(z, y, y) = const. 
der gegebenen Gleichung (I.) zu eliminiren. 

Erwähnt sei endlich, dass es nicht immer nothwendig ist, zwei all- 
gemeine erste Integrale zu suchen, denn es existirt ein solches allgemeines 
erstes Integral (principales erstes Integral dürfte man es vielleicht nen- 
nen) etwa: 

Hz, y, y, a) =), 
dass das allgemeine Integral durch Elimination von y’ zwischen 
H(x, y, y,a)=0(, H(z, y, y, b)=0 
bestimmt wird. 
Es sei nämlich 
F(z, y, y, y') = 0 
die gegebene Differentialgleichung, deren allgemeines Integral 


f(&, Y, 4a, b) = (0 
ist. Substituirt man für die arbiträren Constanten a und b zwei neue ar- 
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biträre Constanten @ und /, bestimmt durch die Gleichungen: 
a=o+ß, b=o.P, 
so erhält das allgemeine Integral die Form: 


f(z, y, «+ß, oP) =. 
Die zwei allgemeinen ersten Integrale, die man durch Derivation 
und Elimination von « resp. ß erhält, haben also, abgesehen von der Con- 
stanten, dieselbe Form, etwa: 


Vz, Y; y, M)=V0, V(z, Y; y, eo) =, 

aus welchen Ausdrücken sich wieder das allgemeine Integral der gegebenen 
Gleichung dureh Elimination von y’ ergiebt. 

Beispiel. Für die Differentialgleichung: 

zyy +azy'—yy' = 0 

ist 
ı _ z(f®+y”) 

y(z’+ß) 
ein principales erstes Integral. Das allgemeine Integral ergiebt sich durch 
Elimination von y’ zwischen: 


De y = z(@+y‘) 
v@’+B) ’ “Eee, 





n— 


Y 


in der Form: 
y = (e+P)e’+aß 
oder 
y’ = ar+b. 
Ob man im einzelnen Falle ein principales erstes Integral bestimmt 
hat, verifieirt man direet durch den Versuch. 
Für Differentialgleichungen höherer Ordnung ist das Verfahren ganz 
analog, es dürfte daher nur nöthig sein, es kurz anzudeuten. 
Es sei eine gewöhnliche Differentialgleiehung mter Ordnung: 


(A.) F(z, y, Y, ..., y) = 0 
vorgelegt, wo F linear in Bezug auf y(”) ist. 
Die Gleichung (A.) lässt sich in der Form einer linearen totalen 
Differentialgleichung: 


(B.) P,dy"”+P,dy" "+... +P,_,dy+P,de = 0 


schreiben, wo die P,, ..., P, Functionen von z, yı, -.., y”> sind. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 2. 21 
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Wenn die P,, ..., P,„ den we 





den Integrabilitätsbedingungen genügen, d. h. wenn die totale Gleichung 
(B.) unbeschränkt integrabel ist, so fordert die Bestimmung ihrer allgemeinen 
Lösung: 

veX, 9 Y, ..., y) = Const., 
die mit einem allgemeinen ersten Integrale der Gleichung (A.) aequivalent 
ist, nur die Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Wenn dagegen die P diesen Bedingungen nicht genügen, so addiren 
wir zu Gleichung (B.) eine Reihe Identitäten: 

ld, 4 Ye YET ln, y yo YO) yNdr = 0, 

s ' m— —_ 4 m— y®) ii — 

u u Yon Yun 9 Yu 0, 
und bestimmen, analog wie für eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
gezeigt ist, die additiven Functionen & so, dass die erhaltene neue lineare 
totale Differentialgleichung: 


Q,dy“” DL Qdy" + +Q,_ıdy+Q,de — () 
unbeschränkt integrabel wird. Die Bestimmung ihrer allgemeinen Lösung: 


(C.) pa, Y% Y, ..., y°) = Üonst,, 
die zugleich ein allgemeines erstes Integral der gegebenen Gleichung (A.) 
ist, erfordert demnach nur die Integration gewöhnlicher Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 

Um das allgemeine Integral der Gleichung (A.) zu bestimmen, hat 
man, entweder die Gleichung (C.) zu integriren, oder wie früher m all- 
gemeine erste Integrale: 

pyı =, Pl, 0 Pan Am 
zu bestimmen und zwischen diesen y', y', ..., 4” zu eliminiren; oder 
endlich, wenn ein prineipales erstes Integral (dessen Existenz sich analog 
wie früher ergiebt), 


Ha, 9, y’, ..., ya) = 0 


bestimmt ist, die arbiträre Oonstante zu ändern und y, y',... y 
zwischen den erhaltenen m Gleichungen zu eliminiren. 


nothwendigen und hinreichen- 
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Ueber den Zusammenhang 
der Krümmungstheorie der Curven mit der Mechanik 
starrer Systeme des »-dimensionalen Raumes. 


(Von Herrn Georg Landsberg in Heidelberg.) 


\W enn man in zwei benachbarten Punkten einer Raumeurve die 
von Tangente, Hauptnormale und Binormale gebildete rechtwinklige Ecke 
construirt, so besteht der Uebergang von einem Axenkreuz zum nächst- 
folgenden in einer Verschiebung des Anfangspunktes in der Richtung der 
Tangente um die Grösse des Bogenelementes und in einer Rotationsbewe- 
gung, deren mittlere Componente gleich Null ist, während die anderen bei- 
den den beiden Krümmungen der Curve gleich sind*). Bei dieser Auf- 
fassung erscheinen die bekannten Frenet-Serretschen Formeln der Infinitesimal- 
geometrie als specielle Fälle der allgemeinen Relationen, welche für die 
Bewegung eines starren Körpers im Raume gelten. In einer früheren Ar- 
beit**) habe ich gezeigt, in welcher Weise die Krümmungen höherer 
Ordnung und die Frenet-Serretschen Formeln für eindimensionale Gebilde 
im Raume von » Dimensionen zu verallgemeinern sind; hier will ich. 
einer dankenswerthen Anregung des Herrn Kneser folgend, die analogen Be- 
ziehungen aufsuchen, welche zwischen jenen Formeln und den allgemeinen 
Relationen für die Bewegung starrer Körper im »-dimensionalen Raume statt- 
finden. Es ergiebt sich, dass, während die allgemeine Rotationsbewegung im 
n-dimensionalen Raume durch 4r(n—1) Componenten bestimmt wird, die 
specielle Rotation, welche durch die Tangentialelemente einer Curve 
indieirt wird, nur a—1 von Null verschiedene Componenten besitzt und dass 


*) Siehe hierüber: Darboux, Theorie generale des surfaces, premiere partie, 
livre I, chap. 1. 
**) Dieses Journal, Bd. 114, S. 3335—344. 
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diese den Krümmungen der Curve gleich sind. Umgekehrt reichen diese 
Speeialisirungen aus, um eine Bewegung eines starren Systemes als eine 
solche zu charakterisiren, wie sie beim Fortschritt auf einer Curve auftritt: 
die Frenet-Serretschen Formeln selbst erscheinen hierbei als das Resultat 
interpretationsfähiger Ueberlegungen und ohne unübersichtliche Zwischen- 
rechnung. 

Bezüglich der vorbereitenden Ausführungen des $ 1 bemerke ich, 
dass die angewendete Methode zur Entwickelung der bei einem Prismatoid 
geltenden Grössenbeziehungen mir vor längerer Zeit durch mündliche 
Mittheilung des Herrn Hensel bekannt wurde und auf Kronecker zurückgeht. 


sl. 

Es seien im Raume von » Dimensionen »+1 Punkte P, P,, P;,..., P, 
gegeben, die nicht in einer (»—1)-fachen ebenen Mannigfaltigkeit (einer 
M,_,ı) gelegen sind, und es seien in Beziehung auf ein Coordinatensystem 
mit dem Anfangspunkte P die Coordinaten von P, gleich S,, $gas +++, Sm 

Geht man alsdann zu einem anderen Coordinatensystem mit dem 
gleichen Anfangspunkte über, so sind die neuen Coordinaten 7,1, Nas ++ +3 Nn 
des Punktes P, mit den alten durch die Gleichungen: 


i_n 
(1.) Nn = = CS (h=1,23,...,n) 
verbunden, worin das System C= (e,) ein orthogonales ist und also, mit 
seinem conjugirten C" zusammengesetzt, das Einheitssystem E ergiebt. Bil- 


det man hiernach die Systeme 


== ($,n) und H r (Man); 


so ist 
(2.) SU. M, 
und wenn man zu den conjugirten Systemen 2, #', C’ übergeht, 
(3.) Page 12’ 4 
Dureh Multiplieation von (2.) und (3.) erhält man: 
2 — HH, 


und es ist also 


P: Si Sm ur < Nas 





d. 


ZU 


ul 
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d.h. die Grössen: 

(4.) m, -2 & 5. = (og)(oh) cos(goh) U, 
sind Invarianten bei orthogonaler Transformation. Daher ist auch jede 
Unterdeterminante des symmetrischen Systemes ZZ’ eine Invariante bei 
orthogonaler Transformation. 

Man kann nun insbesondere das orthogonale System Ü stets so 
wählen, dass in dem transformirten Systeme # alle Elemente oberhalb der 
Diagonale verschwinden; dies geschieht nämlich, wenn man das Coordinaten- 
system der 7 so annimmt, dass die Axe n,, mit der Geraden (0,1), die 
Ebene (n,n,) mit der Ebene (0,1, 2), allgemein die vfache ebene Mannig- 
faltigkeit (M,), welche durch die Axen n,, 7%, ..., 7, bestimmt wird, mit 
der M, der Punkte 0, 1, 2,..., v zusammenfällt.e. Dabei kann man die 
Richtungen der Axen überdies so wählen, dass die Inhalte der Prismatoide 
(0,1,2,...,”) sämmtlich positiv ausfallen, und dass also in dem redueirten 
Systeme: 

Ur 
N N 


N3ı N. Ns3 








Na Nn2 Nn3 En r nn 


die Diagonalelemente sämmtlich positiv sind. Die Bestimmung der Elemente 
n erfolgt leicht, indem man die Invarianteneigenschaft jener vorher er- 
wähnten Unterdeterminanten in Betracht zieht. Setzt man nämlich die 


Theilsysteme von Z und £': 


£ e c 
sı1 5. sin» sı1 ‘ 
und er u an ; (ur) 


= fe E 
=,1 . . . Syn» S1n nu P ” Sy—1.n > un» 


zusammen, so erhält man die Determinante: 


Br in 


=. 


Vi 


mr w 


yv,‚v—1l vu 
und diese muss gleich sein dem Producte der beiden Determinanten: 


Nıı Nn2 . . . N,v und N . . . N. n' 7 


Jur* 
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Hieraus folgt für «= v: 


also 


h W,, 
(5.) Do - I/„ _ 
W, —1,r 14°}, 


. 


und für u > rv: 
(Maar M, 10-1) MN ng BR. 
also 
W 
(9*.) n —_ vu 
1 Y W,, Ba 


worin die Quadratwurzeln positiv sind. Die Bestimmung des Systemes C 
kann alsdann durch die Gleichungen (2.) oder (3.) erfolgen, und die Deter- 
minante des Systemes wird hierbei gleich +1, je nachdem die Determinante 
|S,.| positiv oder negativ ist. Man erkennt übrigens leicht, dass die hier 
durchgeführte Transformation keine andere ist, als die bekannte Jacobische 
Transformation der zu dem symmetrischen Systeme ZZ’ gehörigen positiven 
quadratischen Form: 
= W,,U,U, = =(< Br 


welche bei unbestimmten «,, %. ..., a, das Quadrat der Entfernung eines 
beliebigen Punktes von P ausdrückt. 

Die Elemente 7 des redueirten Systemes haben sämmtlich eine ein- 
fache geometrische und vom Coordinatensysteme unabhängige Bedeutung. 
Bezeichnet man nämlich den rv!-fachen Inhalt des Prismatoides, welches 
die Punkte 0, 1, 2, ...., v bilden, kurz mit (0,1,2,...,v), den Winkel, 
den die vfachen Mamnigfaltigkeiten der beiden Prismatoide (0, 1,...,v—1, 4) 
und (0, 1,...,v—1, «) bilden, mit (4/0, 1,...,v—1|u), so ist die Determinante 


(6.) W,, = (9, 1,...,v—-1,;v).(0,1,...,v—1, weos(v|0, 1,...,v—1ju), 


also 
LE RE > ‚4 
und 
FR Er: ,v—1 en 0,1,...,rv—1/ju) 
Er Ip (0,1, u 
RER (0,1,...,v—1, 9) 
a4 (0,1,...,9—1) 





Wenn man irgend eine Subdeterminante des Systemes //4 erstens 





R 


FA 
4 


Ih 


b 


dı 
fo 
a 





EEE 
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direet durch die Grössen n7 ausdrückt und sie zweitens der entsprechenden 
Subdeterminante des Systemes ZZ’ gleichsetzt, so erhält man hieraus eine 
Relation zwischen den Elementen des Prismatoides. Unter den zahlreichen 
Sätzen, die man so erhalten kann, stellen wir hier nur den einen auf, den 
wir im Folgenden brauchen. 

Bilden wir nämlich die Determinante Z+w,%», -.., @,_ 1,1 W@®y van 
so ist dieselbe, ausgedrückt durch die $, gleich dem Quadrate des Pris- 
matoides (0, 1,...,»—1, v+1), und, ausgedrückt durch die 7, gleich 


ee ee “ra in 
vv 
macht man jetzt von den Gleichungen (6.) Gebrauch, so erhält man die 
Relation 
(0,1,....v—1, v+1)(0,1,...,v)sin(v|0, 1,..,v—1!v+1) 


| = (0,1,...,v-1).(0,1,..,.v—-1, v, v+1). 


J 


(8.) 


Jedes Prismatoid von v»+1 Punkten besitzt Grenzmannigfaltigkeiten 
der Dimension v—1, v—2, ..., 1 und in ihnen sind Prismatoide gelegen, 
die man Grenzprismatoide erster, zweiter, ..., (v—1)-ter Ordnung benennen 
kann. Mit Einführung dieser Bezeichnung besagt die Gleichung (8.): Das 
Product aus den Inhalten zweier Grenzprismatoide erster Ordnung und dem Sinus 
des eingeschlossenen Winkels ist gleich dem Inhalte des Grenzprismatoides 
zweiter Ordnung, das jenen beiden gemein ist, multiplieirt mit dem _ -fachen 
Inhalt des ganzen Prismatoides. 

Betrachten wir jetzt eine Curve des »-dimensionalen Raumes und 
bezeichnen die » benachbarten Punkte des Curvenpunktes P mit P,, P;, ..., P,, 
so bestimmen dieselben im Punkte P ein solches Axensystem 7, 72, +... 7. 
wie es im Vorhergehenden charakterisirt wurde, und die ebene Mannig- 
faltigkeit der Axen 7, 7, ..., 2, ist die tangentiale M, der Curve im 
Punkte P. Bezeichnet man ferner, wie in der früheren Arbeit, den r!-fachen 
Inhalt des Prismatoides (0, 1,/2,...,v) mit ®,, so lassen sich als erste, 
zweite, ..., (a—1)-te Krümmung der Curve die Grössen: 

Be 1 _BB ı_B® 1 _ PaıPn 
7 O9 
definiren, wobei ®, = (0, 1) gleich dem Bogenelemente ds der Curve ist. Zu- 
folge des zuletzt bewiesenen Satzes kann man diese Krümmungen noch in 
anderer Weise charakterisiren. Die Gleichung (8.) auf das unendlich kleine 


In» 
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Prismatoid ®,,, angewendet, ergiebt nämlich: 

PB, PBrH er ‚.dI,, 
worin d$, den unendlich kleinen Winkel bedeutet, welchen die Tangential-M, 
des Punktes ? mit derjenigen des consecutiven Punktes P, bildet. Daher 
ist für v=1, 2, ..., n—1 

1 B,-ı Prı dd, 

9) Frlunla ; ed 

zwei Ausdrücke, von welchen der erstere direct zur analytischen Dar- 
stellung der Krümmungen führt, der zweite den Vorzug geometrischer An- 
schaulichkeit besitzt. 





S 2. 

Wenn wir die Bewegung eines starren Körpers im »-dimensionalen 
Raume untersuchen wollen, so beziehen wir die Coordinaten eines Punktes 
des Körpers auf zwei rechtwinklige Systeme, von welchen das erste mit 
den Axen Y,. Y» .- -, 9. fest im Raume, das zweite mit den Axen 7, 7, -» -, 
fest mit dem Körper verbunden ist. Zwischen beiden Coordinaten bestehen 
dann die Transformationsgleichungen: 


N n 


N 
tr Di . 9 
(10.) y. = 273 CN; G=1,2,...%) 


und hier ist das System C=(c,) wiederum ein orthogonales. Erfährt jetzt 
das starre System eine unendlich kleine Lagenveränderung, so gelten für 
die Variationen dy,, Odys, ..., Öy, der Raumcoordinaten y die Gleichungen: 


(11.) dy, = dz+ > Ocun; G=1,2,..%) 
317 


hierin sind aber die Variationen de,, nicht willkürlich, sondern zufolge der 
Gleichung CC’ =E, resp. C’’C=E sind die Variationen an die Bedingungen 
gebunden 

(12.) C.dC'+d0.C =V resp. C.IC+HIC.C=0. 
Die Variationen dy, sind lineare Functionen der Grössen n, also nach (10.) 
auch lineare Funetionen der Coordinaten y, selbst; man kann aber auch 
die Lagenveränderung des Körpers auf das veränderliche Coordinatensystem 
der 7 beziehen, und dann sind die Variationen der 7 mit den Variationen 
der y durch die Gleichungen verbunden: 

(13.) öy, = &c 


Mit Einführung der Bezeichnungen: 


In; Inn Pi Ecudyı (,ı=1l,2,...,n) 


ih 


92 


(14.) Po — Zdeuc, Iyn — Ic CH; O8, = zcud, (h,i=1l,2,..,n) 


@ 


B 


al 


d 
h 
u 
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erhält man so: 


(15.) öy, — dr, + Zzp ıh (y — DD ). 
7 
(15°.) On, = 05, + S gQyuNg- 


Bezeichnet man ferner die Systeme (p,,) und (q,) mit P und Q, (wobei 
aber in den Systemen stets der erste Index die Zeile, der zweite die Colonne 
angiebt), so gelten mit Rücksicht auf (12.) die Compositionsgleichungen: 


P=C.dC = —JdC.C=—P', 
(16.) 0=0dC.0 = —-C dl = —(V, 
O='CPC, P=(C'0C; 





die Systeme P und Q sind also alternirend und enthalten 4n(n—1) unab- 
hängige Grössen, durch welche sich umgekehrt die Variationen de,, linear 
und homogen ausdrücken lassen. 

Die geometrische Deutung der Gleichungen (15.), resp. (15°.) ist, 
wie man weiss, folgende: Jede unendlich kleine Lagenveränderung eines 
starren Systemes kann in eine Parallel-Verschiebung und in eine Rotation 
um einen festen Punkt zerlegt werden; die letztere wird durch die In(n—1 
Rotationscomponenten g,, (resp. p,,) bestimmt und kann daher als aus 
\n(n—1) Elementarrotationen zusammengesetzt angesehen werden, bei wel- 
chen alle Grössen des Systemes 0 bis auf eine verschwinden. Ist q,, die 
einzige von Null verschiedene Grösse des Systemes, so bleiben alle Axen 
des Systemes der n ausser den Axen n, und n, fest; die Ebene der Axen 
n, und n, rotirt aber um den Anfangspunkt um den unendlich kleinen 
Winkel g,., und zwar wenn q,, positiv ist, in derjenigen Richtung, in welcher 
die Axe n, durch einen rechten Winkel in die Axe n, übergeführt wird. 

Für unsere Zwecke sind die Gleichungen (15*.), die die Bewegung 
auf das veränderliche Coordinatensystem der n beziehen, die wichtigen. 
Construirt man nämlich in den beiden benachbarten Punkten P und P, das 
im vorigen Paragraphen beschriebene Coordinatensystem der 7, N»... 74; 
welches durch die Tangentialmannigfaltigkeiten der Curve indieirt wird, so 
ist der Uebergang vom ersten System zum zweiten eine Bewegung eines 
starren Systems; wir stellen uns die Aufgabe, die Grössen JS, und q,, direct 
zu bestimmen. Was zunächst die Variationen d$, angeht, so ist, da das 
Coordinatensystem der n in der Richtung der Curventangente 7, um die 
Strecke ds verschoben wird, 

(17.) er ed ei! . et 


J 
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Gehen wir sodann zur Bestimmung der Rotationscomponenten gq,, über, so 
erkennen wir zunächst, dass von dem alternirenden Systeme Q alle Elemente 
verschwinden mit Ausnahme derjenigen, welche unmittelbar über oder unter 
der Diagonalreihe stehen, für welche also die Differenz der beiden Indices 
gleich +1 ist. In der That, bezeichnen wir in Uebereinstimmung mit den 
Ausführungen des $ 1 die Richtungscosinus der Axe n, in Beziehung auf 
ein im Raume festes Coordinatensystem mit C,, Ey +++, En; 80 Ist 7, zu 
den Axen 7, 7% +..„ 2, senkrecht, also gelten die Gleichungen: 


z C.Cı 0, - CC Zone 0, u. <= Cu6,-1; 2 0. 


Daher ist auch 7, der Reihe nach zu den Seiten des unendlich kleinen 
Prismatoides PP,, P,P;, ..., P,_»P,_, senkrecht, und es ist also 


12 


3e,de,=0, Z2.,.d,=V, ....: Zee, 
N N j ı . n 


d.h. es ist nach (14) 91,5 Pas + 2, = 0, wie es behauptet wurde. 
Hiernach sind von den Grössen q,, (g<h) 4(a—1)(n—2) gleich Null und 
nur die (a—1) Elemente g1, 93; Q34 ++, Gn-ı„ Sind von Null verschieden. 
Um diese zu bestimmen, berücksichtigen wir, dass die Tangential-M, (0,1, 
2,...,v) des Punktes ? bei der Bewegung in die Tangential-M, (1,2,...,v, 
v+1) des Punktes P, übergeführt wird, also eine Drehung um die Tan- 
sential-M,_, des Punktes P,, und zwar um den Winkel ds, erfährt. Für 
einen Punkt jener Tangential-M, it ,ı=n12='"=n,=0, und die 
Gleichungen (15*.) werden also: 


In; = Mt Gans; 
on. = 


G23N2 + Q43Na» 


On,-ı en ,-2,-11,-2Tt Iv-1M > 


N) n, 


\ 


d,-1», Nv-ı5 

Ina = Gert 

ne er ei et, 
Betrachten wir also den auf der Axe , in der Entfernung 1 gelegenen 
Punkt, so erfährt derselbe, senkrecht zur M,, die Ablenkung dn,,ı = 9,..41; 


und man hat hiernach mit Berücksichtigung der Formel (9.): 
ds 





/ ) c PER 
(18.) Q,»+1 .. ds, wo 


0, 





ee. 





u 


g 
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Die Gleichungen (15%) nehmen also in unserem Falle die Gestalt an: 


dn, | 
Pe: — - 5, 
ds ' r ®, 
dn, 1 IE. 
lu SIEHE „— 
- 0, nr 0, 13 
dn, 1 1 
— nn N4; 
(19.) ds ®, ar Q., Br 
dnaı ER l N m l u 
ds en 
dm _ 1 ’ 
Pages A Are 





und es gilt der Satz: 

Die unendlich kleine Bewegung, welche ein zu einem ÜCurvenpunkte 
gehöriges rechtwinkliges Azensystem in das benachbarte überführt, besteht in 
einer Translation in tangentialer Richtung um die Grösse des Bogenelementes 
und in einer Rotation, welche in nur (n—1) Elementarrotationen zerlegt 
werden kann. Bei diesen Elementarrotationen rotiren successive die Axen 
12, 23, Bi 2006 n—1.n, während die übrigen Axen festbleiben, und zwar mit 
einer Geschwindigkeit, welche successive gleich der ersten, zweiten, ..., (n—1)-ten 
Krümmung ist. In dem die Rotation charakterisirenden alternirenden System 
verschwinden daher alle Elemente mit Ausnahme derjenigen, welche unmittelbar 
über und unter der Diagonale stehen, so dass 2. B. für n=4 ist: 








0 Rr ds 0 0 
DO, 

2 ds 0 4 ds 0 

( \ 0, 0, 
(u) = 
0 24 ds 0 4 ds 
0 0; 
0 "VEBRTRR.... 0 

Ü, 


Die Frenet-Serretschen Formeln ergeben sich jetzt als unmittelbare Folge- 
rung; aus dem zweiten Systeme der Relationen (14.) folgt nämlich: 


©) 
06, = 20,4.; Hr, h=1,2,..,n) 
also in unserem Falle: 
Be eg: Csr1s 
(20.) Ban PR ++ — v,9=1,2.,0) 
ds 0,—ı 0, 
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wobei o, und o, gleich » zu setzen ist. Das sind gerade die Formeln ($.) 
der früheren Arbeit. 

Die Besonderheiten, welche die hier charakterisirte Bewegung gegen- 
über der allgemeinen Bewegung eines starren Systemes aufweist und welche 
in der Erfüllung der Gleichungen: 

08, =0,..05,> 0, E >n 

,=0, falls Ir-gl #1, 
bestehen, genügen, um die Bewegung als diejenige des Axensystemes einer 
Raumeurve zu charakterisiren. Denn wenn die Gleichungen (19.) wirklich 
erfüllt sind, so beschreibt der Anfangspunkt des Öoordinatensystemes der 7 
eine Raumeurve und wird in der Richtung der Axe 7, um die Strecke ds ver- 
schoben; daher ist 7, Tangente der Raumeurve. Die Gerade n, wird zufolge 
Gleichungen (19.) in der Ebene (0, 1,2) verschoben, daher ist diese Ebene, 
d.i. die Ebene der Axen 7, und n,, die Tangential-M, der Raumeurve. 
Ebenso wird die M, der Axen 7, 97%, -.., 7,, d.i. die Mannigfaltigkeit 
(0, 1,2,...,v) in der Mannigfaltigkeit (0, 1,...,v,v»+1) verschoben; daher 


ist sie die Tlangential-M, der Curve und die Rotationsgeschwindigkeit 
ist die vte Krümmung der Uurve. 
Heidelberg, April 1896. 


ui 0. 


e 





Ueber die Fundamentaltheiler eines Gattungsbereiches 
in Bezug auf zwei verschiedene Rationalitätsbereiche. 
(Von Herrn Kurt Hensel.) 


Es sei &(y,) ein beliebiger Gattungsbereich »ter Ordnung, welcher 
einem gegebenen rationalen oder algebraischen Rationalitätsbereiche 7' ent- 
stammt. Ist ferner (yi’, yi?,...,y\”’) ein Fundamentalsystem für &,, so 
sind alle ganzen Grössen von ®, in der Form 

u +uny) + t+u,yi” 
enthalten, deren Coefficienten «,, ..., «, ganze Grössen des Rationalitäts- 
bereiches 7’ sind. Die Diseriminante D der Gattung ©, ist dann gleich 
dem Producte der Quadrate aller Elementartheiler E,. E,..... E, der Matrix 
(yi’) von mn Elementen, welche aus den » conjugirten Fundamentalsystemen 
(y,...,90”’) gebildet sind; diese Elementartheiler wurden in einer soeben 
veröffentlichten Arbeit*) bestimmt. 

Es werde nun derselbe Gattungsbereich, jedoch innerhalb eines er- 
weiterten Rationalitätsbereiches /' betrachtet, welcher aus Z’ dadurch her- 
vorgeht, dass man ausser der algebraischen Grösse £, durch welche 7’ er- 
zeugt wird, noch irgend eine andere algebraische Grösse & als rational an- 
sieht; der neue Bereich besteht also aus allen rationalen Funcetionen von S 
und & mit rationalen Coeffieienten. Um den jedesmal betrachteten Ratio- 
nalitätsbereich deutlich zu bezeichnen, soll derselbe zu dem Gattungsbereich 
&, hinzugefügt, dieser also je nach dem gewählten Rationalitätsbereiche 7 


oder /' bezw. durch 
(8; 7) oder (8; 7) 


bezeichnet werden. Im allgemeinen redueirt sich dann die Ordnung » von 


*) K. Hensel: „Ueber die Fundamentaltheiler algebraischer Gattungsbereiche*“: 
dieses Journal Bd. 117 S. 333 — 345. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 3. 23 
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&, für diesen erweiterten Rationalitätsbereich /', denn für ihn bleiben nicht 
mehr alle Bereiche ©, ©, ..., ©, eonjugirt; es möge sich die Ordnung 
von (8; 7’) von » auf v reduciren, und die Bezeichnung sei so gewählt, 
dass die v Bereiche ©, ©, ..., ©, für Z’ conjugirt bleiben. Ist nun 


Pro" RER" 
ein Fundamentalsystem für (&,; 7’) und sind (y®,...,y(®) für (k=1,2,...,v) 
die zu ihm conjugirten Systeme, so kann man genau wie vorher die 
Klementartheiler E,, ..., E, und die Diseriminante D von (®,; 7”) bestim- 
men, und ich stelle mir jetzt die folgende Aufgabe: 

Es sollen die Beziehungen angegeben werden, welche zwischen 
den Elementartheilern und den Gattungsdiseriminanten von (G,: /') 
und (&,; 7) bestehen, unter der Voraussetzung, das Z/' unter /' ent- 
halten ist. 

Eine einfachste Beziehung zwischen den Elementartheilern (E,,..., E,) 
und (E,...,E,) von (6; 7) und (6; 7’) kann unmittelbar angegeben 
werden, falls =rv ist, falls sich also die Ordnung von ©, unter Ad- 


junetion von Z' nicht redueirt. Dann ist nämlich das System (y!’, ..., 9”) 


ein Vielfaches des Systemes (y®,..., y(®), weil die ganzen Grössen 
yD, ..., 9” homogen und linear durch das Fundamentalsystem (y®, ..., y\”) 
mit ganzen Grössen des Bereiches /' darstellbar sind, und weil dieselbe 
Darstellung bestehen bleibt, wenn man von ©, zu den conjugirten Gattun- 
sen ©, ..., ©, übergeht. Also sind auch E, E,, ..., E, bezw. Vielfache 
von E,. ..., E, und man erhält daher den Satz: 

Die Elementartheiler des Gattungsbereiches (G,; /") sind Viei- 
fache der entsprechenden Elementartheiler von (®,; Z), falls sich 
die Ordnung von ©, unter Adjunetion von Z' nieht reducirt. 

Hieraus folgt als ein specielles Corollar: 

Die Gattungsdiseriminante D von (®,; 7) ist ein Theiler der 
Diseriminante derselben Gattung für einen unter Z' enthaltenen 
Rationalitätsbereich Z’ falls die Ordnung von © beim Uebergange 


von /' zu I’ ungeändert bleibt. 


Redueirt sich aber die Ordnung von ©, unter Adjunetion von /' von 
» auf v und bleiben alsdann &,, ©, ..., ®, eonjugirt, so gilt der obige 


rn 


V 


N 


N 


| ee u a 7 Be u! 
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Satz nieht mehr; dann ist nämlich die Matrix (y{”) nicht mehr ein Theiler 
des ganzen Systemes (y{”), sondern nur ein T'heiler des Partialsystemes: 


(1) (m) 


Yı Yı 
SS: h- E.naR 

z1(1) (m) 

Yy, Er Y, 


von (y}”), welches aus seinen » ersten Zeilen gebildet wird. Dann sind 
also die Elementartheiler sowohl von (y{”) als auch von (y!’) in den ent- 
sprechenden Theilern jenes Systemes S, enthalten, und hieraus kann also 
über die Beziehung zwischen jenen beiden Systemen selbst zunächst nichts 
erschlossen werden. Aber auch in dem soeben behandelten Falle =» er- 
giebt die vorhin durchgeführte Betrachtung nur, dass die Elementartheiler 
E, Vielfache der entsprechenden Theiler E, sind, ohne jedoch über die 
näheren Beziehungen jener Theiler, insbesondere über die Grösse jener 
(Juotienten 5 irgend welche Auskunft zu geben. 

Dagegen können jene Beziehungen mit Hülfe der in der oben er- 
wähnten Arbeit gefundenen Resultate für alle Diseriminantentheiler erster 
Stufe vollständig erschlossen werden. Es sei nämlich, P irgend ein ratio- 
naler Primfactor des Bereiches 7’ und 

TE ce EESTOGE „ie 
die in den Elementartheilern von ©, enthaltenen Potenzen von P in irgend 
einer Reihenfolge und es sei 


u, u, e : a ru 
ein kanonisches Fundamentalsystem für P in dem a. a. 0. S. 345 ange- 


gebenem Sinne des Wortes, in welchem allgemein y{” dureh P" algebraisch 
theilbar ist. Adjungirt man nun statt J/’ den Bereich /', so mögen von 
den » conjugirten Bereichen ©,, ..., ©, nur noch die v ersten ©,, ..., ©, 
eonjugirt bleiben. Der Primfactor P zerfällt nun im allgemeinen innerhalb 
!' noch weiter in Primtheiler; dann braucht man nur zu untersuchen, wie 
oft ein jeder dieser Primtheiler für I in den Elementartheilern E....... E, des 
Gattungsbereiches (©,; /") enthalten ist. Es sei also jetzt P irgend ein rationaler 
Primtheiler des Bereiches /, dann ist ?P in einem bestimmten Primtheiler P 
des unter 2’ enthaltenen Bereiches 7’ enthalten und zwar sei P‘ diejenige 


Potenz von P, welche in P vorkommt; diese Zahl d soll der Exponent von P 


in Bezug auf Z’ heissen. Dann besteht der folgende Satz: 
23* 
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Ist yi”,...., 9” ein kanonisches System modulo ? für den Be- 
reich (&,; 7) und P irgend ein Primfactor von P innerhalb 7’, so 
kann man aus jenem Systeme ein solches yf”,..., y|” von nur v 
Elementen so auswählen, dass in dem System von v’ Elementen 

(il (v 
Yan 

1) ) 

a RE 14 
die Colonnentheiler, soweit sie Potenzen von P sind mit den Ele- 
mentartheilern übereinstimmen. 

‘ Zunächst ist nämlich das System von n’ Elementen: 


(i) 
; Y; 
(1.) (‘ 7 (,k=1,2...,n) 
P D 


modulo P, also auch modulo P ein Einheitssystem. Betrachtet man also 
die aus seinen v ersten Zeilen bestehende Matrix 
yo y®) y) 
(—- ’  — uo.0n — - ). v=l,2,.ur) 
‚pr? ps Der 7} 
so haben auch seine Determinanten vter Ordnung mit P nicht einen und denselben 
cemeinsamen Theiler, weil dieser sonst in der Determinante des Systemes (1.) 


enthalten sein müsste. Da aber jene Determinanten rational in Z' sind, ab- 
gesehen von ihren Nennern, die gebrochene Potenzen von P sind, so muss 
mindestens eine von ihnen, etwa die erste, durch P garnicht mehr theilbar, 
also ein Einheitssystem modulo P sein, und hieraus folgt in der That, dass 
in dem zugehörigen Systeme von v’ Elementen (y!’,..., 9”) die Colonnen- 
theiler P", ..., P” soweit sie Potenzen von P sind, mit den Elementar- 
theilern übereinstimmen. Also sind diese Elementartheiler bezw.: 


p" Ba pP". 


Das so erhaltene System (yf”, ..., y1”) ist aber noch kein kanonisches Funda- 


2 


mentalsystem modulo /, weil seine Elementartheiler keine Potenzen von P 
mit echt gebrochenen Exponenten sind. Ein solches erhält man erst, wenn 
man jedes Element noch durch die grösste in ihm enthaltene ganzzahlige 
Potenz von P dividirt. Bedeutet also [dr;] die grösste in dem Bruche dr; ent- 
haltene ganze Zahl, so ist das System: 

y yo) 

p" 


bj . . .. 
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ein kanonisches Fundamentalsystem modulo P und seine Colonnentheiler 


p"i - dr, of pr ;) 


ergeben die gesuchten Elementartheiler, soweit sie Potenzen von P sind. 
Man erhält also den Satz: 
Sind (P", P", ..., P”) die » auf P bezüglichen Elementartheiler 
von (®; 7’), ist ferner P ein d-facher Primtheiler von P für den 
Bereich Z’ und P*,..., P” die auf P bezüglichen Elementartheiler 
von (©,; 7), so ist allgemein: 


0, = R(dr,.), (=1,2,...9) 
x 3 


WO Tu; Pay ce, 9, gewisse v unter den » Exponenten (r,, ..., r,) 
sind und die A(dr,) die kleinsten nicht negativen Reste der Brüche 
dr,, bedeuten. 

Aber auch hier besteht zwischen den Elementartheilern von (®,; 7’) 
und (©,; 7) eine noch viel engere Beziehung. Um diese darzulegen, be- 
trachten wir zunächst den einfachsten, aber auch wichtigsten Fall, dass die 
Ordnungen » und v von (®,; T) und (®,; 7) gleich sind, dass sich also die 
Ordnung von ®, unter Adjunetion von 7’ nicht redueirt. Dann sind die 
Kxponenten (0,0. ...,0,) von P, die in den Elementartheilern von (®,; 7" 
enthalten sind, gleich den kleinsten Resten aller Brüche (dr,, dr,,..., dr,). 
Andererseits lassen sich aber, wie in der mehrfach erwähnten Arbeit be- 
wiesen wurde, die echten Brüche (r,,...,r,) in Sequenzen: 


a a 


anordnen, und ein Gleiches muss nach demselben Satze auch für die klein- 
sten Reste der Exponenten (dr,,...,dr,) der Fall sein. Dies ist auch wirk- 
0 d—1\ 
Bet 
gehörigen Sequenzen der Reihe (dr,) aufstellen. In der That bilden die 
kleinsten Reste der Producte: 

0.d 1.d (d4—1)d \ 


lich der Fall, und man kann leicht die zu einer Sequenz ( 


d, 
(d,d;) ’ 
(d, d,) den grössten gemeinsamen Theiler von d und d, bedeutet; jeder dieser 


offenbar die Reihe aller echten Brüche mit dem Nenner wenn 
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Brüche tritt aber genau (d, d,)-mal auf. Also entsprechen den s Sequenzen 


ER a en en 


welche zu dem Primtheiler P für den Bereich (,; 7) gehören, die Sequenzen: 


1 1 1 
(dr 
_(d4,d,) (d,d,) (d,d,) 

für den Primtheiler P des Bereiches 7, wenn P genau durch die dte Potenz 
von P theilbar ist. Die Anzahl s der zu P gehörigen Sequenzen ist also h 
durch die Gleichung gegeben: F 
s = (d, d,)+(d, d,)-+--+(d, d,); r 
es ist also stets e 

s>s, 
und zwar ist dann und nur dann s=s, wenn d theilerfremd zu allen s e 
Nennern (d,,d,,...,d,) der zu P gehörigen Sequenzen ist. Nun sind die : 
Diseriminanten der Gattungen (&,; 7) und (©; 7) bezw. dureh P 
— und Pr, 
oder, da P die Potenz P“ enthält, genau durch y 
Pr» m P- | W 
theilbar; hieraus ergiebt sich also der Satz: | u 
Sind D und D die Diseriminanten der Gattungen (G,: 7) und | 

(8; 7) so ist D durch D“ theilbar für alle diejenigen Primtheiler h 
P von I’ deren Exponent d in Bezug auf 7’ gleich oder grösser ® 
ist als d; und diese untere Grenze für D wird dann und nur 
dann erreicht, wenn der Exponent d zu den Nennern aller zu- ni; 
er 


gehörigen Sequenzen von (©,; 7”) theilerfremd ist. 
Man erkennt hieraus, dass die Gattungsdiseriminante D durch die 


Adjunetion von Z' dann und nur dann nicht redueirt wird, wenn d=1 ist, 
wenn also P nur die erste Potenz von P enthält, denn dann ist auch 
ss. Gilt dasselbe für alle Primfactoren von P für den Bereich 7‘, so ent- 
halten D und D P genau gleich oft, in jedem anderen Falle ist D ein 
eigentlicher 'T'heiler von D. Dieser Fall tritt bekanntlich dann und nur dann 


ein, wenn die Diseriminante der Gattung Z' in Bezug auf den Rationalitäts- 
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bereich 7’ oder also die Diseriminante der Gattung (7'; 7°) durch P nicht 
theilbar ist. Es ergiebt sich also der folgende Satz: 


Adjungirt man dem Gattungsbereiche (&,; 7’) den Rationalitäts- 
bereich 7’, so redueirt sich die Diseriminante jener Gattung für 
alle die und nur die Primfactoren P, welche in der Diseriminante 
des adjungirten Gattungsbereiches 7’ enthalten sind. 

Endlich werde die Frage beantwortet, wie der neue Rationalitäts- 
bereich /’ zu wählen ist, damit die Diseriminante von (®,; 7) den Primfaetor 
P garnicht mehr enthalte. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass für 
jeden Primfaetor P von P der Exponent d ein gemeinsames Multiplum aller 
Sequenzennenner d,, d,, ..., d, ist. Ist also 

p- Prp%..P" 


die Zerlegung von P in seine Primfactoren innerhalb //, so müssen die Ex- 


ponenten d,, ..., d, sämmtlich gemeinsame Multipla von d,, ..., d, sein. 
Ist N die Ordnung des adjungirten Gattungsbereiches (7'; 7’) und sind A, ..., k 


die Ordnungszahlen der go Primfactoren, so ist 

N= hd, + hd, 
Man erhält also den Gattungsbereich Z’ niedrigster Ordnung N, der noth- 
wendig und hinreichend ist, um D von dem Primfaetor P zu befreien, wenn 
man, falls dies möglich ist: 


o=1, k\=1 dh=m also N=m 


wählt, wo m das kleinste gemeinsame Vielfache der Exponenten d,, ..., d, be- 
deutet. Diese Wahl ist aber stets möglich, denn durch die reine Gleichung: 
e zu P 


wird ein Gattungsbereich mit den verlangten Eigenschaften definirt. Man 
erhält also den Satz: 
Ist die Discriminante der Gattung ©, durch eine irreduetible 


Function P theilbar, so ist die algebraische Irrationalität <= YP 
diejenige niedrigster Ordnung, durch deren Adjunetion die Diseri- 
minante von P befreit werden kann, wenn m das kleinste gemein- 
same Vielfache der Exponenten der Primfactoren von P inner- 

halb © ist. 
Mit Hülfe dieses Satzes kann man die Diseriminante einer beliebig 
gegebenen Gattung ©, durch Erweiterung des Rationalitätsbereiches voll- 
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ständig von ihren Diseriminantentheilern ? befreien, und man erhält so eine 
Präeisirung und eine Erweiterung der Bemerkung Kroneckers*), dass man 
Gattungen ©, finden kann, welche in einem algebraischen Rationalitätsbereiche 
/' keine Diseriminante haben, eine T'hatsache, welche bei natürlichen (nicht 
algebraischen) Bereichen niemals vorkommt. In der That kann man für 
jeden Gattungsbereich ®, einen Rationalitätsbereich /' (der noch dazu dureh 
eine reine Gleichung constituirt ist) so bestimmen, dass die Diseriminante 
D des Bereiches (,; 7‘) keinen einzigen Theiler erster Stufe hat. Ist also 
speeiell /' der natürliche Bereich aller rationalen Functionen einer Variablen 
x, so ist &, ein Gattungsbereich von algebraischen Funetionen von z und 
seine Diseriminante D(zx) ist eine ganze Function (v—a)‘(2—b)...(2—c)’ von 
x allein. Betrachtet man dann an Stelle des natürlichen Rationalitäts- 
bereiches den durch die Gleichung 
5” = (2-a)c -b)...(2—e) 

eonstituirten Gattungsbereich /', in welchem der Grad m jetzt das kleinste 
gemeinsame Vielfache der zu den Linearfactoren (2—-a), ..., (e—c) ge- 
hörigen Exponenten ist, so enthält die neue Gattungsdiseriminante D 
keinen einzigen jener Linearfactoren mehr, redueirt sich also auf Eins. 

3is jetzt war nur der Fall betrachtet worden, dass sich die Ordnung 
von ®, unter Adjunetion von 7’ nieht redueirt, dass also auch (©; 7) von 
der »ten Ordnung ist; aber auch in dem Falle, dass die Ordnung v von 
(&,;7') kleiner ist als », kann man im wesentlichen dieselben Beziehungen 
zwischen den zu (6,7) und (®,; /') gehörigen Sequenzen aufstellen. Als- 
dann sind die Exponenten (g,,...,0,) von P für (&,; 7’) gewisse » unter 
den kleinsten Resten der Brüche (dr,, dr,,..., dr,); also sind die Sequenzen 
für (0,,...,0,) gewisse 'T'heilsequenzen zu den vorher bestimmten: 


e PRRR. BR: | 


Gr) (=1, 2, ... 0) 


in welche jene Reste von (dr,) angeordnet werden konnten. Man erhält 
also den Satz: 


os R 1 1 2 i ' s 
% & nisch +4 .. " 
Sind 2 |, Fr |. eh 4 die zu einem Primfactor P gehörigen 


Sequenzen in einem Bereich (®,, 7’); ist P ferner ein Primtheiler 





*) Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen $ 8 (S. 22). 


f 


d 
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von P innerhalb eines 7 enthaltenden Rationalitätsbereiches 7" 
a 24 , | | u 

welcher zum Exponenten d gehört, und sind | j | |. ae | | 
ü -0, 0, >» «e 


die zu P gehörigen Sequenzen für 7', so ist jeder ihrer Nenner 


\ . * * r d) . . 
d, ein Theiler einer der Zahlen ads’ und es ist die Anzahl der 
‚#, Gr) 


. Fü‘ ui Ban > 
Sequenzen | | welche in dieser Weise einer der Sequenzen | | 
d; d; 


zugeordnet sind, gleich oder kleiner als (d, d,). Diese Grenze wird 


\ 
hJ/ 


dann erreicht, wenn die Ordnung von (8,; 7) und (&,:; /") dieselbe ist. 


Dieser Satz giebt zwar eine, aber noch keineswegs die genaue Be- 





h : E24) | 
ziehung zwischen den Sequenzen | z | und ]; diese wird vielmehr erst 
- 6; d. - 


im nächsten Abschnitte auseinandergesetzt werden. 

Der einzige Unterschied zwischen dem vorher betrachteten und dem 
Falle, dass sich die Ordnung von ©, unter Adjunction von /' redueirt, ist 
der, dass die Exponenten A(dr,) nicht alle sondern nur gewisse » unter 
ihnen mit den Exponenten oe übereinstimmen. Die Diseriminante D ist 
in diesem Falle also im allgemeinen von niedrigerem, jedenfalls also nicht 
von höherem Grade in Bezug auf P, als dies vorher der Fall war. Ist 
ferner /' so gewählt, dass alle Reste R(dr,) sich auf Null redueiren, ist 
also d ein Vielfaches aller Nenner (d,,....d,). so enthält D P garnicht 
mehr, wenn auch v <n» sein sollte. Man kann also für diesen allgemei- 
neren Fall noch die folgenden Sätze aussprechen: 

Adjungirt man einem Gattungsbereich (®,; /") einen Rationalitäts- 
bereich /, so redueirt sich die Gattungsdiseriminante für alle die- 
jenigen Primfactoren P, welche in der Diseriminante des adjungirten 
Bereiches (/'; 7’) enthalten sind. 

Adjungirt man einem Gattungsbereiche die durch die reine 
Gleichung: 

Zu =— P 
definirte algebraische Irrationalität, in welcher m das kleinste 
Multiplum der zu ? gehörigen Sequenzennenner ist, so enthält die 
Diseriminante des so sich ergebenden Gattungsbereiches (G,; &) 


u 4 


mag derselbe von derselben oder von niedrigerer Ordnung sein, 


als (&,) den Primfaetor P garnicht mehr als Theiler. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIIl. Heft 3. 24 








182 Hensel, über die Fundamentaltheiler eines Gattungsbereiches. 


$ 4. 

Erweitert man den Rationalitätsbereich 7’ einer Gattung ©, »ter 
Ordnung durch Adjunction einer algebraischen Grösse &, so ist es möglich, 
dass die » zu ©, conjugirten Bereiche ®,, ..., ©, auch in dem neuen 
ationalitätsbereiche conjugirt bleiben. Der allgemeinste Fall ist aber der, 
dass nur gewisse unter jenen » Bereichen conjugirt bleiben. Es möge nun 
die Bezeichnung von vornherein so gewählt sein, dass für den Ratio- 
nalitätsbereich 7’ von den » Bereichen ©, ..., &, nur die », ersten 
(,&,...,©,) zu ©, eonjugirt bleiben; ebenso mögen die », folgenden 
Gy... ©,,;,,) eonjugirt sein u. s. w., bis endlich die v, lezten Bereiche 
ebenfalls für 7’ eonjugirt erscheinen. Ist dann y, irgend eine algebraische 
Grösse von ®, und F(iy)=0 die Gleichung zten Grades der die » con- 
Jugirten Grössen 9%, 9» +++, Y. genügen, so ergiebt sich bei Adjunction 
des Bereiches /' eine Zerlegung 

Fy) = FF, I).F.W; 7). F,,@ I). 
in welcher allgemein F,, vom Grade »v, ist und von den » conjugirten 
Grössen y, diejenigen der iten Abtheilung als Wurzeln hat. 
Betrachtet man nun die g Gattungsbereiche 

ii rein  PRRRNESERER 
welche innerhalb 7’ bezw. von der Ordnung 

Vı. V,, Vz, ie V, 
sind, so besitzt jeder von ihnen ein bestimmtes System von Elementartheilern 
und eine bestimmte Gattungsdiseriminante; die letzteren mögen der Reihe 
nach durch 


Di A ei 
bezeichnet werden und es bedeuten: 
71) (1), (2) (2). 9) (7) 
E! 5) De Ev. E} 4 . . .. Ei”: . . .. E?, . . .. E\ 


u 
die Elementartheiler jener g Gattungen. Es sei nun D die Gattungs- 
diseriminante von (©; 7) und E. E, ..., E, ihre Elementartheiler, so 
sind die Elementartheiler EU und die Partialdiseriminanten D,; von den 
Klementartheilern E; und der Diseriminante D für den Bereich /' und ausser- 
dem von dem adjungirten Bereiche /' abhängig, und die bisher durch- 
geführten Betrachtungen können dazu benutzt werden, um diese Abhängig- 


keit nunmehr vollständig anzugeben. 


d 
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h 
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Es sei nämlich wieder P ein rationaler Primfaector innerhalb 7’ und 
(y’,yi>, ..., 91”) ein kanonisches Fundamentalsystem modulo P für ©, und 
zwar mögen 

pP». Pr . * .. P* 
die Potenzen von P sein, welche in den Elementen (y\”’) oder, was dasselbe 


ist, in den Elementartheilern E,, ..., E, enthalten sind. Ich betrachte nun 
(h) 
das Einheitssystem modulo P ( — 


ar und theile dasselbe in g Abschnitte, 
von denen der erste die », ersten Zeilen, der zweite die v, folgenden u. s. w., 
der letzte die v, letzten Zeilen enthält, so dass die Zeilen eines jeden die- 
ser g Partialsysteme für den neuen Bereich /' eonjugirt bleiben. In dieser 
Eintheilung mögen jene Partialsysteme durch (8,.8,..... S,) bezeichnet 
werden. Die Determinanten höchster Ordnung eines jeden Partialsystemes 
S;, sind dann abgesehen von einer im Nenner stehenden gebrochenen Potenz 
von P rational in /' und sie alle sind algebraisch ganz. 

Es sei nun wieder P einer der Primfaetoren von P innerhalb 7' und 


d sein Exponent, so dass P genau durch P“ theilbar ist. Dann ist das 
Ni 


) 
. ’R hi . y. * a) . 
ganze System S (8 ) auch modulo P ein Einheitssystem. Entwickelt 


P ı 
man also die Determinante / desselben nach dem erweiterten Laplaceschen 
Determinantensatze in Bezug auf die Partialsysteme $S,, S,, ...., S,, so er- 
hält man / dargestellt als eine Summe 


P an 349,.49.,49...4‘ a 
(i) 


in welcher jedesmal /? eine Determinante »,ter Ordnung von $,, 4” eine 
solche »,ter Ordnung von $, u. s. w., SÜ) eine Determinante v,ter Ordnung 
von S, bedeutet, und wo in jedem Producte #.../ keine zwei Partial- 
determinanten eine Verticalreihe von / gemeinsam haben. Da aber 4 
dureh P garnicht theilbar ist, so muss mindestens eins der Produete auf 
der rechten Seite durch P nicht theilbar sein; es möge die Bezeichnung 
der Elemente (y,...,y”) von vorn herein so gewählt sein, dass das erste 
Produet 
I,42...4 

P nicht enthält, in welchem /, aus den », ersten Colonnen von $S,. /, aus 
den », folgenden Colonnen von $,, u. s. w., /, aus den v, letzten Colonnen 
von S, besteht. 


24% 
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Daraus folgt, dass das System: 


> y 123 Ye 


(1) „9 y%) 
Y,, ? .. U, 


v] 


der v; Elemente, welche in /, vorkommen ein kanonisches System für die 
ersten v, conjugirten Bereiche ©,, ..., ©, bilden, und das Entsprechende 
gilt für die Elemente von 4, ..., Z/,. Dividirt man also jede der 


v, Colonnen durch die höchste in ihr enthaltene ganzzahlige Potenz von P, 
also bezw. durch 


Dlar,) dr „.. 
P D . . .. P " 
so erhält man in dem Systeme: 
ys yerı } 
en a, ge Gl 2. 9) 
pP. Pi, 
ein kanonisches Fundamentalsystem modulo ? für ©, ©, ..., &, und 


seine Colonnentheiler sind die in den Elementartheilern El’, ..., EV ent- 
haltenen Potenzen von P. Also sind: 


Bilde), -s.u . Mide,) 


die Exponenten von P, welche in den Elementartheilern von ©, enthalten 
sind; ebenso sind 
R(dr, .,). u die auf ©,,, 


Bill. un ch 00 Mn) EEE nenne on 
bezüglichen Exponenten von P. Man erhält also den Satz: 
Sind (r,,r3,...,r,) die in den Elementartheilern eines Bereiches 
(8,; /) enthaltenen Potenzen eines rationalen Primfactors P; ist 
ferner P ein d-facher Primtheiler von P für einen höheren 
Gattungsbereich /' und sind (g,,@s,...,0,) die Exponenten der- 
jenigen Potenzen von P, welche in den Elementartheilern der » 
Gattungsbereiche (©; 2), (8; 7), ..., (,; 7) enthalten sind, 
mögen diese alle für /’ eonjugirt bleiben oder nicht, so stimmen 
die echt gebrochenen Exponenten (g,,...,0,) mit den kleinsten 
Resten der » Brüche (dr,,dr,,..., dr,) überein. 
Da sich ferner die Exponenten (r,,...,r,) und ebenso die g Systeme 
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(O3, 0) (Ovis +53 Our)». Jedes für sich in Sequenzen anordnen lassen, 


"WER 


so erhält man den weiteren Satz: 
vw. 1 1 . .. » \ ’',. , y 
Sind ([5 | | F ) die zu P gehörigen Sequenzen für ($,, 7”). 
| d, 


so bilden die zu (©, /), (&,,/), - - -, (®,, Z”) gehörigen Exponenten 
(O1, ...,0,) von P zusammengenommen die Sequenzen: 


1 ; 1 
2 rt a ie 7 


(d, d,) (d, d,, 


(2.) (d, d,) 


deren Anzahl s durch die Gleichung 


e = ld d 


1 
i 


bestimmt ist. 

Hieraus folgt, dass die Discriminante von (®, Z') durch P’”, also 
durch P’"-9, dass dagegen das Produet D,D,...D, genau durch P"* 
theilbar ist. 

Eine besondere wichtige Consequenz dieses Satzes ist die folgende: 
Denkt man sich die zu jenen g Discriminanten D,, D,. ..., D, gehörigen 
Sequenzen der Reihe nach hingeschrieben, so müssen sie, abgesehen von 
ihrer Reihenfolge, mit den Sequenzen (2.) identisch sein, denn eine einfache 
Ueberlegung lehrt, dass, falls eine Reihe von echten Brüchen überhaupt in 
Sequenzen angeordnet werden kann, dies nur auf eine einzige Art möglich 
ist. Hieraus ergiebt sich endlich der Fundamentalsatz, auf welchen bereits 
am Ende des vorigen Abschnittes hingewiesen wurde: 

Sind [--], A [- | die zu P gehörigen Sequenzen in einem 
Bereiche (&,; 7’) und ist P ein Primfactor von P innerhalb eines 
T enthaltenden Rationalitätsbereiches 7, welcher in Bezug auf 7’ 
zum Exponenten d gehört, so sind die zu P gehörigen Bruch- 
sequenzen gewisse unter den Sequenzen 
| 
d; 
(d, d;) 


(d, d;) 


und jede dieser NY (d,d,) Sequenzen tritt in einer und nur einer 
i=1 
der g Gattungsdiseriminanten D,, D;, ..., D, auf, in welche D 


unter Adjunetion von 7’ zerfällt. 
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Studien über die Bewegungsvorgänge 
in der Umgebung instabiler Gleichgewichtslagen. 
(Hierzu Tafel I.) 
(Zweiter Aufsatz.) 
(Von Herrn Adolf Kneser in Dorpat.) 





Im Anschluss an die Resultate des unter obigem Titel im CXV. Bande 
dieses Journals veröffentlichten ersten Aufsatzes stellen wir uns nunmehr 
die folgende Aufgabe. Wenn ein Punkt sich unter der Wirkung conser- 
vativer Kräfte in einer Ebene bewegt und eine Lage labilen Gleichgewichts 
für ihn existirt, in deren Umgebung das Potential eine reguläre analytische 
Funetion der rechtwinkligen Coordinaten des Punktes ist, so soll eine mög- 
lichst deutliche Uebersicht über die Gesammtheit aller Bewegungen gegeben 
werden, bei welchen der Punkt sich der Gleichgewichtslage asymptotisch 
annähert. Dass es solche Bewegungen giebt, steht fest; wir zeigen jetzt. 
dass das System ihrer Bahneurven unter den nächstliegenden Voraussetzun- 
gen in sehr bestimmter Weise geometrisch charakterisirt werden kann, dass 
es speciell eine gewisse Umgebung der Gleichgewichtslage genau einfach 
bedeckt. Wir zeigen ferner, dass die wichtigsten sowohl der im ersten 
Aufsatze enthaltenen wie der auf den folgenden Blättern abzuleitenden Re- 
sultate, welche sich auf die Bewegung eines Punktes in der Ebene be- 
ziehen, ohne wesentliche Aenderung auf beliebige Probleme mit zwei Graden 
der Bewegungsfreiheit und conservativen Kräften übertragen werden können. 
Diesen Uebergang vermittelt das Prineip der kleinsten Action in der von 
Jacobi herrührenden Form, welches jedes der in Betracht kommenden 
mechanischen Probleme auf die Bestimmung geodätischer Linien zurückführt. 

$ 1. 
Die Wendepunkte der Bahncurven. 

Der materielle Punkt P, dessen Masse die Einheit ist, bewege sich, 
wie früher, in einer Ebene unter der Wirkung einer Kraft, deren Potential 


U = Yar’+by)+R(e, y) 








18 


el 





Kneser, Bewegungsvorgänge in der Umgebung instabiler Gleichgewichtslagen. 187 


ist, wobei z und y die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes P und % 
eine Potenzreihe sei, deren Glieder in diesen Grössen von mindestens dritter 
Ordnung sind. Die Constanten a und b seien positiv und 

(1.) ab. 


Bezeichnen dann die Indices z und y die partielle Differentiation nach diesen 
Grössen, so sind die Bewegungsgleichungen 


d’x 
di? 


d’y 


7 Tr 
= u m Ü b . 
x» dt? 


-— y'  — U, 


und der Coordinatenanfangspunkt 0 ist für P eine Lage labilen Gleich- 
eewichts. Nähert sich P der Lage O0 asymptotisch, d. h. unbegrenzt, ohne 
sie je zu erreichen, so nennen wir die Bewegung asymptotisch; bei einer 
solchen hat nach $ 2 des ersten Aufsatzes die Gleichung der lebendigen 
Kraft die Form 
z’+y" = WU. 

Die Grössen z und y sind analytische Funetionen der Zeit, welche sich 
für alle reellen, oberhalb einer gewissen Grenze liegenden Werthe von £ 
regulär verhalten; ihre Ableitungen x’ und y' verschwinden, wie a.a. 0). 
näher erörtert ist, von einem gewissen Zeitpunkte an niemals gleichzeitig, 
sodass der Punkt P dann eine Bahn durchläuft, welche stets eine bestimmte, 
sich stetig ändernde Tangente besitzt. 

Auf diese Curve wenden wir eine von Staudt*) in die Geometrie 
eingeführte Anschauungsweise an, indem wir auf den Sinn achten, in wel- 
chem die Tangente sich dreht, während der Punkt P in seiner Bahn fort- 
schreitet. Der positive Drehungssinn sei derjenige, in welchem die positive 
xz-Axe einen rechten Winkel beschreiben muss, um in die positive y-Axe 
überzugehen. Von irgend zwei Halbgeraden oder Richtungen r, und r,, die 
wir uns etwa von O ausgehend denken können, sei die zweite gegen die 
erste im positiven oder negativen Sinne gedreht, je nachdem eine von O 
ausgehende Halbgerade, welche von r, ausgehend in die Lage r, durch den 
von r, und r, gebildeten concaven Winkel hindurch übergeführt wird, sich 
im positiven oder negativen Sinne dreht. Analytisch unterscheiden sich die 
beiden Fälle durch das Vorzeichen der Determinante 

de eLarı) cos(yri, 
eos(zr,) cos(yr; 


*) von Staudt, Geometrie der Lage (1547) S 15. 
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wenn (zr,) der concave von r, mit der positiven z-Axe gebildete Winkel 
ist, und die übrigen Bezeichnungen analog verstanden werden. Denn trägt 
man auf r, und », von O aus Strecken von der Länge Eins auf, welche 
in A, und A, endigen, so giebt jene Determinante nach Möbius den doppelten 
Inhalt des Dreiecks 0A,A, mit dem positiven oder negativen Zeichen an, 
je nachdem im Sinne der gegebenen Definition OA, gegen OA, im positiven 
oder negativen Sinne gedreht ist. 

Speciell seien r, und r, die Richtungen, welche die im Sinne der 
Bewegung, also vorwärts gezogene Tangente der Bahn des Punktes P in 
den Zeitpunkten £ und f+dt besitzt; die Determinante D unterscheidet sich 
dann nur durch positive Factoren von dem Ausdruck 


! ! 


X Yy 


1] ı 


in hJleay-ey)i=4ä. 
z+z de y-+y dt 

Die folgende Tangente ist also gegen die vorhergehende im positiven oder 
negativen Sinne gedreht, je nachdem / positiv oder negativ ist. Wechselt 
diese Grösse in irgend einem Punkte ihr Zeichen, so ändert die vorwärts 
gerichtete Tangente der Bahneurve den Sinn ihrer Drehung; da die Grössen 
x und y' nicht gleichzeitig verschwinden, so hat die Bahneurve einen 
Wendepunkt*) und da 

I = «U,-yU,, 
so besteht die Proportion 

eo: 
Die Richtung der Bewegung steht hier also auf der Niveaulinie U = const. 
senkrecht, und da, wie in $ 2 des ersten Aufsatzes gezeigt ist, das Potential- 
niveau bei einer asymptotischen Bewegung schliesslich beständig sinkt, so 
ist dann die vorwärts gerichtete Tangente der Kraftrichtung, nach welcher 
das Potential zunimmt, in dem betrachteten Punkte entgegengesetzt. 


8.2. 
Die Kraftrichtungen in der Nähe der Gleichgewichtslage. 
Da das Potential für kleine Werthe der Coordinaten annähernd durch 
den Ausdruck 4(ax-+by‘) dargestellt wird, so sind die Kraftrichtungen in 
der Nähe von O0 annähernd mit den äusseren Normalen der Ellipsen 
(2.) ar +by = const. 


) Staude, Ueber den Sinn der Richtung, Krümmung und Windung einer Curve. 
Sitzungsberichte der Dorpater Naturforschergesellschaft Bd. XI (1895) 8.1. 


* \ 
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identisch, welche durch », bezeichnet werden mögen. Es erweist sich da- 
her als zweckmässig, zuerst einige nahezu evidente Sätze über diese Nor- 
malen aufzustellen und aus ihnen Schlüsse betreffend die Kraftriehtungen 
zu ziehen. Dabei seien die von den Uoordinatenaxen gebildeten Quadranten 
im Sinne der positiven Drehung numerirt und der von den positiven Axen 
begrenzte sei der erste. Der nach irgend einem Punkte Q gezogene Radius- 
vector werde als Halbgerade stets in der Richtung von O nach Q hin 
betrachtet. 

Dies festgesetzt, sind die Riehtungscosinus des Radiusveetors nach 
dem Punkte (x, y) von x und y, diejenigen der Richtung », von ax und by 
nur um positive Factoren verschieden; die letztere ist also gegen den Radius- 
vector im positiven oder negativen Sinne gedreht, je nachdem die Grösse 

T Y 
—= (b-a)zy 
ax by i 
positiv oder negativ ist. Da nun 5—a negativ ist, so folgt: 
a”, 
den Radiusvector OQ im positiven oder negativen Sinne gedreht, je nach- 
dem Q im zweiten und vierten oder im ersten und dritten Quadranten ge- 


legen ist (Fig. 1). 


I. Die äussere Normale der Ellipse (2.) im Punkte Q ist gegen 


Es sei nun g ein positiver echter Bruch, und durch die Ungleichungen 


Yy 
TC 





U 


werde das Gebiet 5 definirt; der T’heil desselben, in welchem x positiv ist. 
sei 5,, derjenige, in welchem x negativ ist, $_. Ebenso sei das Gebiet 
der Inbegriff der Punkte, für welche 

T 

y 
und werde in die T'heilgebiete 7, und n7_ zerlegt, entsprechend dem Vor- 
zeichen der Grösse y (Fig. 2). Was dann vom vten Quadranten nicht den 
Gebieten & und 7 angehört, sei das Gebiet #,:; in einem solchen hat x so- 
wohl wie y ein constantes Zeichen, und es ist 


rg 7 
g nn a 


en q 
Wir achten nun besonders auf die Normalen ». in den Punkten des 
(sebietes £. 


Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 3. 2» 
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() 


Von ihm scheiden wir ein Theilgebiet &% aus, welches durch die 
Ungleichungen 


| ni 
(3.) Is, r>0 


definirt werde. In dieses Gebiet fallen alle Strahlen »,, die von Punkten des 
(Gebiets &, ausgehen, wenn man sie, parallel mit sich selbst, nach O ver- 
schoben denkt; denn sind & und y laufende Coordinaten, so bestehen für die 
durch 0 gezogenen Halbgeraden », die Relationen 


) bı 
, ler 0; 
2 ax 


I 


aus ihnen folgen ım Verein mit der Definition des Gebietes 5 die 
Relationen (3.), in welchen x für x, und y für y geschrieben ist. Da sich 
dieselben Betrachtungen offenbar auch für das Gebiet $_ anstellen lassen, 
so ergiebt sich: 

Il. Die Richtungen der äusseren Normalen der Ellipsen (2.) im 
(sebiet 5 gehen, von O aus gezogen, in das durch die Ungleichung 


y|_- bg 


Mn Pr TU 
definirte Gebiet £’ hinein, welches einen Theil des Gebietes & bildet. Der 
Unterschied in der angularen Grösse der Gebiete 5 und &’ ist von Null 
verschieden und hängt nur von a, b, g ab. 
Bezeichnen wir ferner durch w den concaven Winkel zwischen dem 


hadiusveetor und der äusseren Normale »,, so ist 





2 y y 

Sn = SS 5 

5: Va’ +y? Ya'z’+b’y: Vır(? ) Yaro:(# ) | 
2 x 


der absolute Betrag dieser Grösse bleibt oberhalb einer von Null verschie- 
denen Grenze, wenn |y:x| zwischen zwei positiven Grenzen eingeschlossen 
wird, z. B. wenn der Punkt (z,y) auf ein Gebiet 9 beschränkt wird; man 
kann also sagen: 

Ill. Innerhalb eines der Gebiete # bleibt der concave Winkel 
zwischen dem Radiusveetor und der äusseren Normale der Ellipse (2.) ober- 
halb einer von Null verschiedenen, durch a, 5 und g bestimmten Grenze. 

Da ferner der Quotient ax:by dasselbe Vorzeichen hat wie z:y und 
zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen bleibt, wenn dies von z:y gilt, 


so folgt: 








v 
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IV. Im Gebiet #, ist die äussere Normale der Ellipse (2.) in den 
vten Quadranten hinein gerichtet, und bildet mit seinen Grenzen Winkel, 
welche oberhalb einer von Null verschiedenen Grenze bleiben. In einem 
der Gebiete $,;, n; geht jene Normale in einen der beiden Quadranten 
hinein, welche in einer dem betreffenden Gebiet angehörigen Coordinaten- 
halbaxe an einander grenzen, und bildet mit den nicht gemeinsamen Grenzen 
dieser Quadranten Winkel, welche nicht beliebig klein werden können. 

Neben den Normalen », betrachten wir die Richtung der vom 
Potential U herrührenden Kraft, deren Richtungscosinus die mit positiver 
(Juadratwurzel gebildeten Ausdrücke 

U, U 
yu+U’ yUu+t; 
sind. Ist der concave Winkel beider Richtungen in irgend einem Punkte 
und sind die Quadratwurzeln positiv, so hat man 
U,ac+U,by 


Vaiz’+b'yYUE+U; 


COSw = 


oder, indem man den Werth von U nach $ 1 einsetzt 
rent ! 
Va’z+biy" yadz+b’y’+2ar$.+2byPB,+P:+®; 
führt man Polarcoordinaten ein und setzt 
Ct=rC08y, y=rsing 
wobei r positiv ist, so ergiebt sich 
See ____aeosp+b sin’g +rR 
V (a’cos’p+b*sin’p)(a?cos’p+b’sin’g-+rR, ) 
indem man unter $ und AR, Potenzreihen des Arguments r versteht, deren 
Coefficienten ganze Funetionen von sinp und cosp sind. Diese Reihen 
convergiren, da sie aus convergenten nach x und y fortschreitenden Reihen 
entstanden sind, gleichmässig für alle Werthe von y, sobald r unterhalb 
einer gewissen Grenze festgelegt wird. Da nun nach (1.) stets 
a’cos y+b’sinp — b,, 
so liegen die Grössen 
rR rR. 
a?cos’p+b?sin’p a’cos’p-+b’sin’g 
für alle Werthe von g dem absoluten Betrage nach unterhalb einer beliebig 
25* 
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gegebenen Grösse, sobald r hinreichend klein ist. Dasselbe gilt daher von 
dem Ausdruck 


rR 


et _, 


Vı+ FR, 
a? cos’p+ b’sin?’p 
mithin auch von ® selbst; d. h.: 

V. In allen Punkten, deren Abstand von O hinlänglich klein ist, 
bilden die Riehtungen der vom Potential U erzeugten Kraft und der äusseren 
Normale der Ellipse (2.) einen Winkel, der unterhalb einer beliebig kleinen 
(Grenze verbleibt. 

Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den Sätzen II, III und IV, 
sofort das folgende Resultat. 

VI. Für alle Punkte, deren Abstand von O kleiner als eine hin- 
reichend Kleine Constante ist, gilt Folgendes, Zieht man zu den Kraft- 
richtungen in den Punkten des Gebiets $ Parallele durch O, so fallen die- 


selben in ein Gebiet 5' hinein, welches einen Theil von 5 bildet und durch 
eine Ungleichung 











4 j“ 
. <g 
definirt wird, wobei 
V<gy<g. 


In jedem Gebiet # bleibt der concave Winkel zwischen dem Radiusvector 
und der Kraftriehtung oberhalb einer von Null verschiedenen Grenze; in 
den Gebieten #, und 6, ist die Kraftrichtung gegen den Radiusvector im 
positiven Sinne gedreht. — Die Kraftrichtungen in einem der Gebiete 5, 
n gehen, wenn man sie nach O verlegt, in einen derjenigen beiden Qua- 
dranten hinein, deren Trennungslinie in dem betreffenden Gebiet verläuft, 
z. B. beim Gebiet n_ in den dritten oder vierten. 


83. 


Hülfssätze über die Bahncurve des Punktes P. 


Aus der Identität | 
= e+y 
ergiebt sich mittelst der Gleichungen der Bewegung und der lebendigen Kraft 
EN = Kar tyy+e+y") = al,+yU,+2U) 
= 4dax’+4by’ +, 
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wobei die weggelassenen Glieder in z und y von mindestens dritter Dimen- 
sion sind. Die zweite Ableitung von r’ ist also positiv, sobald der Abstand 
OP hinreichend klein geworden ist. Nach Ablauf einer gewissen Zeit kann 
die Grösse r® daher kein Maximum mehr besitzen. Daraus folgt, dass sie 
dann auch nicht mehr wachsen, ihre erste Ableitung also nicht mehr positiv 
sein kann. Diese kann aber auch nicht verschwinden, da sie sonst, wegen 
des positiven Vorzeichens der zweiten Ableitung auch positiv werden müsste. 
Damit ist gezeigt: 

VII Von einem gewissen Zeitpunkte an nimmt bei einer asym- 
ptotischen Bewegung der Abstand r= OP beständig ab und r’ ist negativ. 

Differentiirt man ferner die Identität 


(4.) "p = ay—ye, 
so ergiebt sich 
i (rfp+2rry = ay'—ye' = zU,—yU, 
9.) | = (b-a)ey+aıB,—yWB,; 


für diejenigen Zeitpunkte, in denen g = 0, hat man also 


(6.) g" = (b-a)eosgsinp+ (PB, —yR.). 
Da nun die Glieder der Reihen ®, und ®, in z und y von mindestens 
zweiter Dimension sind, so wird das letzte Glied der rechten Seite unend- 
lich klein mit r. Dagegen bleibt das erste Glied dem absoluten Betrage 
nach oberhalb einer endlichen Grenze, wenn g um ein Endliches von ganz- 


verschieden bleibt, also z. B. in den Gebieten 6; 





zahligen Vielfachen von — 
dabei ist das Product cospsing positiv in 6, und 9%, negativ in 9, und 6, 
Die Gleichung (6.) ergiebt daher folgenden Satz. 

VIII. Nach Ablauf einer gewissen Zeit hat der Winkel kein 
Minimum in den Gebieten #, und #,, kein Maximum in den Gebieten 
6, und 6, 

Für eine Lage von P, in welcher x ein Extremum ist, hat man 


nach (4.) 


(7.) zy—-ye =Q\, 
und nach VII., wenn die Zeit weit genug vorgeschritten ist, 
(8.) ze +yy <N. 


Es sei nun etwa 
(9.) 2 >d; 
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dann kann man für die vorletzte Ungleichung schreiben 
ec+zyy <O, 
woraus sich, wenn man die Gleichung (7.) mit y multiplieirt und subtrahirt, 
ergiebt 
(10.) (e+y)e <0, ed <O. 
Je nachdem nun p ein Maximum oder Minimum ist, muss g" und nach 


(5.) auch die Grösse ey"—yzx" negativ oder positiv sein, wenn sie nicht 
verschwindet; dasselbe gilt daher von 


' 

" YHn „ Y „ A 
— -- r = — — r = —: 

9 x y x’ x 


Wenn also |p"| > 0, so ist / positiv im Falle des Maximums, negativ im 
Falle des Minimums. Wenn dagegen an der betrachteten Stelle 

pP =0, ay-yaı =, 
so hat die Grösse 


doch vorher und nachher das entgegengesetzte Zeichen wie /. Würde 
letztere Grösse ihr Zeichen wechseln, so würde dasselbe von zy'—yx" 
gelten, während zy'—x'y und ' ihr Zeichen beibehielten; dann könnte 
aber kein Extremum sein. Somit folgt, dass / und zy"—yx" ihr Zei- 
chen beibehalten; beider Zeichen sind nach (9.) und (10.) entgegengesetzt, 
sodass auch jetzt / in der Umgebung des betrachteten Extremums positiv 
oder negativ ist, je nachdem ein Maximum oder Minimum vorliegt. 

Dieselbe Folgerung ergiebt sich, wenn statt der Ungleichung (9.) 
eine der Annahmen 

z<(Q, y>0, y<dO 
zu Grunde gelegt wird. Berücksichtigt man daher, was nach $1 das 
Zeichen der Grösse / geometrisch bedeutet, so folgt der auch geometrisch 
evidente Satz: 

IX. Nach Ablauf einer gewissen Zeit dreht sich die vorwärts ge- 
richtete Tangente der Bahncurve in Punkten, wo p ein Maximum ist, im 
positiven, wo p ein Minimum ist, im negativen Sinne. (Fig. 3). 

Ein Resultat von ähnlicher Form kann für die Punkte aufgestellt 
werden, in welchen x oder y ein Extremum ist. Es sei z. B. 


r 


y=l, 
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dann ist nach (8.) 

22 < I, I= ag); 
je nachdem also z. B. x negativ oder positiv ist, haben / und y”’ dasselbe 
oder entgegengesetzte Zeichen; dass z von Null verschieden sein muss, 
folgt aus (8). Nimmt man analoge Entwickelungen mit hinzu, so er- 
giebt sich: 

X. Wenn y ein Maximum oder Minimum ist, dreht sich die vor- 
wärts gerichtete Tangente entsprechend im positiven oder negativen Sinne, 
sobald z > 0; ist 2 <-0, so ist der Drehungssinn negativ im Falle des 
Maximums, positiv im Falle des Minimums von y. (Fig. 4). 

Endlich stellen wir betreffs der Grösse / noch folgende allgemeine 
Betrachtung an. Es ist offenbar 

4 = «U,—-yU,=re«(bsinpg+rR)—ry (acosp-+rR,), 
wenn durch R und AR, Ausdrücke derselben Art wie in $2 bezeichnet 
werden. Nun beschränke man sich auf das Gebiet #,, sodass 


i A 
2 >U\, y —>VQ, AZ u. g' 
und es sei etwa 
9 <0, zy—ye <0, yeosp< e'sing. 


Dann ergiebt sich 
d> ry |(b-a)eosp+ y rR—rR,|- 


Andrerseits folgt aus den Ungleichungen 


- 


ze +yy <O, zy—ye < U 
indem man die erste mit y, die zweite mit x multiplieirt und addirt, dass y 
negativ ist; ferner ergiebt die erste für <’ >0, die zweite für € <Z0 eine 
der Ungleichungen 


sodass immer 


y g 

Hiernach lehrt die für / erhaltene Ungleichung, dass diese Grösse positiv 
ist, wenn im Grebiet 9, abnimmt, und hinreichend entfernte Zeitpunkte 
ins Auge gefasst werden. Nun vertauschen sich die Gebiete #, und 6,, 
wenn man die Coordinatenrichtungen gleichzeitig in die entgegengesetzten 
übergehen lässt, während dann der positive Drehungssinn derselbe bleibt; 
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das erhaltene Resultat gilt also auch für 6. Lässt man dagegen nur eine 
Coordinatenrichtung in die entgegengesetzte übergehen, wodurch sich @, in 
9, oder 9, verwandelt, so wird auch der positive Drehungssinn dem bis- 
herigen entgegengesetzt; wächst also der Winkel im Gebiet 6, oder 6,, 
so ist / negativ. Damit ist gezeigt: 

XI. Nach Ablauf einer gewissen Zeit dreht sich die Tangente der 
Bahn im positiven Sinne, sobald der Punkt P in ®, oder #, liegt und OP 
sich im negativen Sinne dreht; sie dreht sich im negativen Sinne, sobald 
der Radius OP in eins der Gebiete 6, und @, fällt und sich im positiven 
Sinne dreht (Fig. 5). 

s 4. 
Die Grenzlage des Radiusvectors OP. 

Die im Satze XI bezeichneten beiden Fälle lassen, wenn sie noch 
nach beliebig langen Zeitintervallen vorkommen, auf einen Umstand schliessen, 
den wir kurz durch (®.) bezeichnen wollen, den Umstand nämlich, 

dass der Winkel g sich für 2=+» einer bestimmten, endlichen 
(&) Grenze annähert, und dabei von einem gewissen Zeitpunkt an 
den Sinn seiner Aenderung nicht mehr wechselt. 

In der That bewege sich z. B. der Punkt P mit wachsenden Werthen 
von p im Gebiet 6, von einer beliebigen Lage P, aus; dann kann 1) der 
Winkel % nicht aufhören zu wachsen, ehe die Bahneurve einen Wendepunkt 
erreicht hat. Denn in einem Maximum des Winkels dreht sich nach IX. 
die Tangente positiv herum, wenn man, wie wir es thun wollen, nur hin- 
reichend entfernte Zeiten in Betracht zieht; in P, dagegen dreht sich die 
Tangente im negativen Sinne, es müsste also vor jenem Maximum ein 
Wendepunkt dagewesen sein, entgegen der Voraussetzung. 2) Der Punkt P 
kann von P, aus nicht die negative y-Axe erreichen, wenn seine Bahn nicht 
vorher einen Wendepunkt gehabt hat. Denn geschähe dies, so hätte nach 1) 
inzwischen der Winkel x nicht aufgehört zu wachsen; zum ersten Male 
würde also die negative y-Axe vom dritten Quadranten her erreicht, und 
in dem Punkte, wo sie erreicht wird, muss r abnehmen, mithin die negative 
Grösse y zunehmen. Diese müsste also im dritten Quadranten ein Minimum 
gehabt haben, für welches x <- 0, nach X. also #/ > 0 wäre, was wiederum 
erfordern würde, dass die Bahneurve entgegen der Voraussetzung zwischen 
P, und dem betrachteten Punkte schon einen Wendepunkt gehabt hätte. 
Aus den Bemerkungen 1) und 2) ergiebt sich, dass 3) entweder beständig 
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wächst, und der Punkt P stets im zweiten oder dritten Quadranten verbleibt, 
woraus man (®.) erschliesst, oder dass in einem dieser Quadranten ein 
Wendepunkt auftritt, bis zu welchem hin der Winkel p von P, aus wächst. 

In letzterem Falle zeigen wir zunächst, dass die Tangente, ehe der 
Wendepunkt erreicht wird, nicht der x-Axe parallel werden kann. Denn 
wäre y =(, so würde die Grösse 

I = a'y" 
mit y" zugleich das Zeichen wechseln, also behält „y” sein Zeichen bei, 
sodass y ein Maximum oder Minimum sein muss. Im Punkte P, aber 
hat man 
zy—ye >0, acty <O y>0I <<, 
woraus sich ergiebt 
zy-aye <O, ayatyy <O (aty)y <d. 
sodass die Grösse y zunächst abnimmt: der erste Punkt. in welchem y' = 0 
wäre, müsste also ein Minimum von y ergeben, für welches nach Al, da 
2 <Z0, F positiv wäre. Letztere Grösse hätte also schon ihr Zeichen ge- 
wechselt, was der Voraussetzung widerspricht. 

Dies festgestellt, untersuchen wir jetzt. ob die vorwärts gerichtete 
Tangente der Bahncurve mit der umgekehrten Kraftrichtung zusammen- 
fallen kann, was nach $S 1 in einem Wendepunkte geschehen müsste. Die 
beiden Richtungen seien, nach O hin verlegt. OT und OK speciell OT, und 
OK,, wenn P sich in der Anfangslage P, befindet (Fig. 6). Die Riehtung 
OT, ist, da man in P, die Ungleichung 


EU ı, 


nn 


-z —y 


2 y 


hat, gegen die Richtung P,O im negativen Sinne gedreht. Nach VI. aber 
ist die Kraftrichtung im ganzen Gebiet #, gegen OP um einen Winkel, der 
oberhalb einer von Null verschiedenen Grenze y bleibt, im positiven Sinne 
gedreht; dieselbe Beziehung gilt daher von den entgegengesetzten Rich- 
tungen, d.h. OK und PO; somit ist OT auch gegen OK im negativen Sinne 
gedreht um einen Winkel, der nicht kleiner als y ist, solange der Punkt P 
dem Gebiet #, angehört. Tritt er in das Gebiet S_ über, so ist nach VI. 


1 


die Richtung OK in einem Gebiet S!, 


&, bildet; da nun OT sich nach AI. im negativen Sinne herumdreht, und 
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enthalten. welches einen Theil von 
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zu Anfang gegen die in das Gebiet 9, hineingehende Richtung PO im nega- 
tiven Sinne gedreht ist und wegen der Ungleichung y’<<0 in den dritten 
oder vierten Quadranten hineingeht, so kann OT, auch wenn P das Gebiet 
<_ durchläuft, nicht nach & hineingehen, also nicht mit OK zusammen- 
fallen. Geht endlich P in die Gebiete 9, und n_ über, so zeigt nach VI. 
die der Kraft entgegengesetzte Richtung OK in den ersten oder zweiten 
(JQuadranten hinein, kann also auch hier nicht mit OT zusammenfallen, da 
diese nicht der x-Axe parallel wird, also in den dritten oder vierten Qua- 
dranten hineingerichtet bleibt. Es ist demnach von einem gewissen Zeit- 
punkte an unmöglich, dass der Punkt P von P, aus im zweiten und dritten 
(Juadranten verbleibend bei wachsenden Werthen von p einen Wendepunkt 
seiner Bahn erreicht. Nach 3) ergiebt sich also (©.). 

Analoge Betrachtungen lassen sich für die anderen Gebiete 9 an- 
stellen, wenn man für 6, und 6, den Winkel 9 abnehmen lässt, während 
für 6, dieselbe Voraussetzung wie für 6, zu machen ist. In allen Fällen 
kommt man zu dem Ergebniss (®.) und hat daher folgenden Satz bewiesen. 

XII. Wenn nach beliebig langer Zeit der Punkt P sich entweder 
in den Gebieten #, und 6, bewegt und dabei der Winkel p wächst, oder 
P bewegt sich bei abnehmenden Werthen von y in einem der Gebiete 9, 
und #, so folgt (©.), d.h. es muss der Winkel sich einer endlichen 
Grenze für &=+oo annähern, indem er zuletzt beständig wächst oder be- 
ständig abnimmt. 

Hieraus ergiebt sich, da in der Nähe eines Extremums der Winkel % 
sowohl zunimmt wie abnimmt, als unmittelbare Folgerung: 

XIII. Wenn nach beliebig langer Zeit noch in einem der Gebiete 6 
ein Maximum oder Minimum von g vorkommt, so ergiebt sich (®.). 

Wäre die Voraussetzung dieses Satzes von einem gewissen Zeitpunkte 
an nie mehr erfüllt, und der Punkt ?P wäre noch nach beliebig langer Zeit 
ın einem der Gebiete #, z. B. 6, gelegen, so ergäbe sich, wenn p abnimmt, 
nach XII. die Folgerung (G.); andernfalls nimmt Y entweder solange zu, 
bis der Punkt P in das Gebiet n, übergetreten ist, oder es ergiebt sich 
wiederum (®.). Wenn im ersteren Falle das Gebiet n, wieder verlassen 
werden sollte, würde P entweder bei wachsenden Werthen von p nach 6,, 
oder bei abnehmenden nach #, hineingelangen; in beiden Fällen folgt (©.) 
nach XII. Da nun analoge Betrachtungen wie für 6, für jedes Gebiet 6, 
angestellt werden können, so sieht man: 
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XIV. Entweder der Punkt P verbleibt von einem gewissen Zeit- 
rilt (©.). 


j > 


punkte ab in einem der Gebiete &,, $_. n,. n_, oder es | 

Die Gebiete £, 7 hängen nun nach $ 2 von dem Werthe des posi- 
tiven echten Bruches g ab; wird dieser immer kleiner und kleiner genommen, 
so ist jede den Gebieten &, n angehörige Richtung schliesslich so wenig 
wie man will von einer der Coordinatenaxen verschieden. Man kann daher 
aus dem Satze XIV folgenden Schluss ziehen: 

Bei jeder asymptotischen Bewegung des Punktes P_ convergirt der 
Radiusvector OP für = +5 gegen eine bestimmte Grenzlage. Fällt diese 
nicht in eine der Coordinatenaxen, so dreht sich OP von einem gewissen Zeit- 
punkt ab in einem bestimmten, nicht gewechselten Sinne. 

Die Fragen betrefis der Grenzlage der Geraden OP, welche dieser 
Satz offen lässt, können in bestimmter Weise beantwortet werden. indem 
man von folgendem analytischen Satze ausgeht. 

Lemma. Man bezeichne durch ce, ec, positive Grössen, ec, sei endlich 
und bestimmt; sobald ?>> ec, sei die Function f{f) nebst ihren ersten beiden 
Ableitungen endlich und stetig, und es sei 


(11.) FR 6, RIO = c; 
dann ist | 
(12.) imf(t) = 0. 


Unter den eingeführten Voraussetzungen kann man nämlich. sobald 
Ems: "u 
setzen 


(13.) fd-fi) = (t-t)f (+) f (+ Alt, 


wobei die Ungleichung 


\ 


0 < 


.‘ 


besteht. Wenn nun die Gleichung (12.) unrichtig wäre, so gäbe es eine 
positive Grösse Ö von der Beschaffenheit, dass oberhalb jeder positiven 
Grenze C Werthe #, gefunden werden könnten, für welche 
rwI>®: 

ann äre nac .)„, sobald C > e, 
dann aber wäre nach (11.), sobald C > 

I(t—1t,) (+ Rlt—t,)) u, 

EEE f' (1) 20 


und wenn man für f—#, voraussetzt 


0 


0 < tot, < 
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so folgt 
Far) < Elf ol, 
also nach (13.) 


D—-fl, in z 
ron | yeil 0) Z/If)|-4Ga-t)|f (+ RGd-t))| 
14 0 
a | | 
>. 
Ist nun d, eine positive Constante und 


Ö, erh, 


0 





und führt man die weitere Annahme 
I— I, er di 
ein, so folgt aus (14.) 
IFO-flin| > 3010. 

Oberhalb der beliebigen Grenze C hätte also die Function f(f) noch Werthe, 
die von einander um mehr als eine positive Constante 4Jd, abstehen, was 
der Voraussetzung (11.) widerspricht. 

Von diesem Lemma machen wir Anwendung, indem wir für f(t) ein- 
mal y, sodann g setzen. Aus der Gleichung der lebendigen Kraft folgt 
die Relation 





r'\? PN 2U 

(—) pP - r? 
in welcher die rechte Seite dem absoluten Betrage nach unterhalb einer 
endlichen Grenze verbleibt, wenn man r unbegrenzt abnehmen lässt. Das- 


selbe gilt also von den Grössen r:r und p. Weiter kann die in $ 3 be- 
nutzte Gleichung (5.) geschrieben werden 


(15.) p'+-g' = (b-a)cospsinp+rR,, 


wobei R, eine Potenzreihe des Arguments r bedeutet, deren Coefficienten 
vanze Functionen von cosp und sinp sind, und die aus denselben Gründen 
wie die in $ 2 eingeführten Reihen R und AR, dem absoluten Betrage nach 
unter einer endlichen Grenze bleibt, sobald r hinlänglich klein genommen 
wird. Die Gleichung (15.) lehrt dann, dass auch die Grösse |p"|, wenn £ 
ins Unendliche wächst, unterhalb einer endlichen Grenze verbleibt. 

Um ein ähnliches Resultat für g” zu erhalten, differentiiren wir die 
Gleichung (15.), wodurch sich ergiebt 
+24'( > = (b—-a)c0s2y.p'+(rR,). 


Ir’ 


(16) gprp"- 





r 
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Nun hat man nach (15.) und (5.): 


DICH 


7 


rR, = a In == 


wobei Q eine Potenzreihe ist, welche mit Gliedern dritter Dimension be- 
ginnt; somit folgt 


(OD, +D,y )—2rr' DO 
(er ET) | 


und der Ausdruck rechts wird offenbar für 2=-+» unendlich klein. da die 
Grösse |r':r| nicht über alle Grenzen wächst. Ferner hat man die Identität 

x cospy+y'sing = r'—rgp”, 
also die Gleichung 

U Jr e” 12 

“2 c08P+ — -SiNny = al 37 
da nun die Potenzreihen U, und U, mit Gliedern erster Dimension beginnen, 
bleibt die linke Seite dem absoluten Betrage nach für £= +0 unterhalb 
einer endlichen Grenze; dasselbe gilt, wie gezeigt, von p”, mithin auch 


von r":r und von 
r' \ r"' r'\? 
—) = =-(): 


Die Gleichung (16.) ergiebt daher dasselbe Resultat auch für die Grösse @", 

Setzen wir nun im Lemma zunächst für f() und bezeichnen fortan 
durch lim den Grenzübergang t=+x, so ergiebt sich, da lim endlich 
und bestimmt ist, 


(17.) limp' = 0; 
damit ist gezeigt, dass auch p' für f(f) genommen werden kann, woraus 
man schliesst 
liimp" = 0. 
Da ferner offenbar 
lim(rR,) = 0, 
so folgt aus den Gleichungen (15.) und (17.): 
lim(eospsinp) = (0. 
Die Grenzlage also, welcher sich der Radiusvector OP annähert, fällt stets 
in eine der Coordinatenaxen. 
Es sei diese Grenzlage z. B. die positive z-Axe; dann hat man 
offenbar 
(18.) im—=1, lim—=0. 
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Nun hat die Normale der Bahneurve die Richtungscosinus 


y' y' — x —i 





Ya’+y"® u y2U I Varıy® r. y2U ? 
bildet sie mit OP den concaven Winkel 7, so hat man daher 
rt y' y x’ rg' 
OSY = — .— —— o— - . 
Er AU r YO ya 


Die Gleichungen (18.) ergeben aber 


r 


im 7 = lim (a(2)+0(2) + PER) a; 





somit folgt 

limcosy = 0: 
d.h. die z-Axe ist auch die Grenzlage für die Tangente der Bahneurve; 
analoge Entwickelungen gelten natürlich, wenn die Grenzlage von OP eine 
der drei anderen Coordinatenrichtungen ist. Wir fassen diese Resultate in 
folgendem Theorem zusammen: 

Nähert sich der materielle Punkt P unter den in $ 1 eingeführten Vor- 
aussetzungen der labilen Gleichgewichtslage O asymptotisch an, so nähern sich 
der Strahl OP und die Tangente der Bahncurve des Punktes einer und der- 
selben Grenzlage an; dieselbe fällt in eine der beiden Coordinatenaxen, d. h. der 
beiden Geraden, längs deren das Potential von 0 aus am stärksten und am 
schwächsten zunimmt. 


$5. 
Uebergang zu beliebigen Problemen mit zwei Graden der Bewegungsfreiheit. 
Allgemeiner sei die Lage eines Massensystems S durch die Para- 
meter # und © bestimmt, die lebendige Kraft habe den Ausdruck 


T = 4Eu”+2Fuv+@Ge”), 

wobei E, F, @ analytische Functionen von # und v seien und sich in der 
Umgebung des Werthsystems «=e= 0, welches kurz durch O bezeichnet 
werde, regulär verhalten und für dieses die Werthe E,, F,, @, annehmen 
mögen. Dann ist allgemein 

EG—-F’>0 
also speciell 

E,@,-—-F, >V. 
Die wirkenden Kräfte mögen ein nur von « und » abhängiges Potential U 
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haben, welches ebenfalls in der Umgebung von O eine reguläre analytische 
Funetion der Parameter und in der Form 


U= 1(Lu+2Muoc+Nv)+-- 
entwickelbar sei, wobei die weggelassenen Glieder in den Grössen « und ® 
von mindestens dritter Dimension, Z, M, N aber Uonstante seien, für welche 
die Ungleichungen 
(19.) LN-M’>>0, L>0 


. 


bestehen. Alsdann hat das Potential in O ein Minimum, und das System 
ist in der Lage O0 im labilen Gleichgewicht. Offenbar ist die bisher be- 
trachtete Bewegung eines Punktes unter dem definirten dynamischen Problem 
als specieller Fall enthalten. 
Wenn nun auch das System S sich asymptotisch der labilen Gleich- 
gewichtslage O0 annähert, sodass für = +x 
(20.) lima = lime = 0, 
so lässt sich zeigen, dass wie im specielleren Falle des $ 1 auch hier 
h=(0 sein muss. Man kann nämlich aus der Gleichung der lebendigen Kraft 


T= U+h 
und der Annahme (20.) sofort schliessen 
(21.) E,u”+2F,Wo+@G,o” = h+e, 
wobei 
lime = 0. 


Nun hat die quadratische Form 
Lz’+2Mxzy+Ny 
welche nach (19.) definit und positiv ist, für alle diejenigen Werthe der 
Variablen, welche der Gleichung 
E,ce’+2F,2zy+@Gy' = h 
genügen, wenn % positiv ist, ein von Null verschiedenes Minimum :; dasselbe 
gilt daher auch, wenn man die Variablen der Ungleichung 
hh < Eye’ +2F,2ey+G,y’ < h, 


unterwirft, in welcher %, und %, positive Grössen sind. Einer solchen Un- 
gleichung genügen nach (21.) auch die Grössen « und v', wenn man bei 
der vorausgesetzten Bewegung hinreichend entfernte Zeiten ins Auge fasst, 
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und annimmt, 
V<hkh <h<h:;: 
die Grösse 
Lu”’+2Mu'o+Nv” 
bleibt dann nach Ablauf einer gewissen Zeit oberhalb einer positiven Grenze. 
Von diesen Bemerkungen machen wir Anwendung auf den Ausdruck 


U" = U,„u”+2U, Wo +U,o0”+U,u"+U,v", 
in welchem durch die Indices « und » die Differentiation nach den gleich- 
bezeichneten Grössen bezeichnet sei. Die letzten beiden Glieder ver- 
schwinden bei einer asymptotischen Bewegung für £=-+0; denn die Be- 
er 


_ XT+ 0) OT ara 
er n- 





ergeben als Ausdrücke für «’ und v’ Brüche, deren Zähler ganze rationale 
Funetionen von « und ©’ sind mit Coefficienten, welche in der Umgebung 
von O reguläre analytische Functionen von « und oe sind; der Nenner dieser 
jrüche ist EG@—F’, also eine Grösse, welche dem positiven Grenzwerth 
E,@,—F, zustrebt. Bei einer Bewegung der bezeichneten Art bleiben also 
die Grössen |a”| und |o’| unterhalb fester endlicher Grenzen, während 
U, und U, unendlich klein werden; man kann daher setzen 


U" = Lu” +2Muv+Nv”+n, 
wobei die Gleichung 
limn = 0 
besteht. Die obige Hülfsbetrachtung zeigt daher, dass bei der Annahme 


h—>0 die Grösse |U”| oberhalb einer von Null verschiedenen positiven 
Grenze bleiben, also die Grösse 


U = U,W+U,v 


unendlich gross werden müsste, während sie doch offenbar unendlich ab- 
nimmt. Jene Annahme führt also zu einem Widerspruch. Damit ist der 
Beweis dafür vollständig geführt, dass in dem betrachteten Falle A=0 sein 
muss; denn negative Werthe von h sind offenbar ausgeschlossen. 

Die Bahncurven aller einem bestimmten Werthe von h entsprechen- 
den Bewegungen des Systems S, d. h. die bei ihnen von dem Werthepaar 
(a, ec) beschriebenen einfachen Mannigfaltigkeiten können nun nach dem 
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Prineip der kleinsten Action*) durch die eine Gleichung 
0) /VU+-hVEdu’+2Fdude IGde — 0 
definirt werden; für = (0 also hat man 
(22.) ) fi UYEdw-+2Fdude--Gde = V. 


und in dem speciellen Problem der vier ersten Paragraphen gilt die 
Gleichung 


(23.) ) / YU Var’ + ii =), 


Auf diese Form kann aber die allgemeine Gleichung (22.) stets gebracht 
werden; weiss man doch seit Gauss, dass x und y als Functionen von u 
und e so bestimmt werden können, dass, unter / eine Funetion von x und y 
verstanden, die folgende Identität stattfindet: 


(24.) A(dz’+dy) = Edu’+2Fdudo+Gde'. 
Macht man hiervon in der Gleichung (22.) Gebrauch, so nimmt sie die 
Gestalt an 


(24°.) 0) /ı UA\Yde+dy = (\, 


wird also mit der Gleichung (23.) identisch, wenn man in dieser U durch 
UA ersetzt. Aus dieser Bemerkung ersieht man leicht, dass das allgemeine 
Problem mit zwei Graden der Bewegungsfreiheit auf dasjenige der Be- 
wegung eines Punktes in der Ebene zurückgeführt werden kann. 

Um aber das hiermit angedeutete Uebertragungsprineip, welches von 
Goursat und Darboux herrührt**) genauer würdigen zu können, müssen wir 
einige nahe liegende Erwägungen über den analytischen Charakter der Fune- 
tionen z und y vorausschicken. Sie können dadurch definirt werden, dass 

z+yt = const. 
das allgemeine Integral derjenigen Differentialgleichung zwischen den 
Variablen # und » ist, welche entsteht, wenn man einen Linearfactor 
der Form 
Edu-+-2Fdude--Gde' 


*) Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, sechste Vorlesung. Ges. Werke, Supplement- 
band (1884) S. 45. 

**) Goursat, Les transformations isogonales en mecanique, Comptes rendus Bd. CVII 
S. 446. Darboux, Remarques sur la communication precedente, S. 449 desselben Bandes. 


Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 3. 27 































206 Kneser, Bewegungsvorgänge in der Umgebung instabiler Gleichgewichtslagen. 


gleich Nuli setzt; man sieht dies sofort, wenn man die linearen Factoren 
beider Seiten der Identität (24.) vergleicht. Jene Differentialgleichung hat 
die Form 

.. do _ —F+iVEG—F? 

(25.) du REER, 





die rechte Seite kann, den eingeführten Voraussetzungen zufolge in eine 

Potenzreihe der Argumente « und e entwickelt werden, welche für v=v= 0 

in die nicht verschwindende Constante 
HE GR, 


G = A+bi 


0 


übergeht; sind A und B reell und ist die Quadratwurzel positiv, so ist B 
positiv. Die Gleichung (25.) ergiebt daher, wenn für «= 0 die Funetion o 
den Werth C annimmt, für die Differentialquotienten von v nach « Ausdrücke, 
die sich für «= 0 auf Potenzeihen des Arguments C reduciren, sodass man 
zunächst die allgemeine Integralgleichung in der Form 


(26.) vo = Du, 0) 
erhält, wobei Q eine Potenzreihe bedeutet, deren lineare Glieder offenbar sind 
C+(A+Bi)u. 


Aus der Gleichung (26.) findet man daher für C eine Potenzreihe der Argu- 
mente # und oe, welche die Form hat 

(27.) C = v—(A+Biü)u+&(u, v), 
wobei die Glieder der Reihe S in « und o von mindestens zweiter Di- 
mension sind. 

In ähnlicher Weise kann das allgemeine Integral der Gleichung dar- 
gestellt werden, welche aus (25.) erhalten wird, wenn man die Quadrat- 
wurzel ungeändert lässt und nur ö durch —i ersetzt. Ist dann ©, die 
Potenzreihe, deren Coefficienten zu den entsprechenden der Reihe © con- 
jugirt imaginär sind, so ist jenes Integral 

(28.) C, = v—-(A—-Böüu+S&,(u, v). 


Die Grösse C, ist offenbar, wenn die Variablen « und o reell sind, zu € 
eonjugirt imaginär; betrachtet man C und C, als Functionen von « und v, 
so kann man auch umgekehrt die Gleichungen (27.) und (28.) nach « und 
v auflösen, da die Üoefficienten der linearen Glieder die von Null ver- 
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schiedene Determinante 
A+Bi 1 
— = —2Bi 
A—Bi 1 
ergeben. Hieraus folgt, dass wenn man setzt 
C= st+tyi, G=r-yi, 
auch die Grössen x und y als analytische Functionen von x und ® dar- 
gestellt werden können, welche sich in der Umgebung des Werthsystemes 
u=v=( regulär verhalten, und in den Gliedern erster Dimension folgende 
Gestalt haben: 
(28°.) z=v—-Au+-, y=—Bu+--: 
auch diese Gleichungen können nach # und o aufgelöst werden und ergeben 
für diese Grössen Potenzreihen der Argumente x und y. In der Umgebung 
der Stelle O0, für welche 
(29.) say-u=eu=l, 

ist daher eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwischen den Werthsystemen 
(z,y) und (u,v) hergestellt für welche die Differentialgleichung (24.) be- 
steht; diese lehrt unmittelbar, dass in der Umgebung von O0 auch 4 eine 
reguläre analytische Function von x und y oder « und ® ist, welche in 
der Stelle O0 selbst einen positiven Werth 4, annimmt. 

Hieraus folgt, dass auch der Ausdruck UA nach ganzen Potenzen 
von a und ® entwickelt werden kann und als Glieder niedrigster Dimension 


folgende enthält 
4A,(Lu+2Muv+ Ne‘); 


führt man die Variablen x und y ein, so bilden daher die Glieder niedrigster 
Dimension diejenige quadratische Form welche aus der hingeschriebenen 
durch Umkehrung der linearen Substitution 

(30.) z=v—Au, y=-—Bu 
entsteht, also jedenfalls auch definit und positiv ist, sodass man, indem 
nur Glieder von mindestens dritter Ordnung weggelassen werden, schreiben 


kann 
AU = 1(le’+2may-+ny’)+-, 
wobei 
I>O0, In-m’ >V. 


Unterwirft man endlich die Grössen x und y einer orthogonalen linearen 
Transformation F, so kann man bewirken, dass m verschwindet: dann ist 


27* 
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klar, dass die Bewegungen des Systemes S, bei denen A=0 ist und dem- 
nach die Gleichung (24°) besteht, in einer gewissen Umgebung der Lage 
0 vollständig dargestellt werden können durch die Bewegungen eines Punktes 
P in der Ebene, bei welchen A=0 ist und das Potential UA, wenn man 
x und y als rechtwinklige Coordinaten des Punktes P ansieht, genau die 
Form hat, welche in $ 1 für das Potential U vorausgesetzt wurde: 


AU = Kar+by)+--. 


Nur dürfen, wegen der dort benutzten Ungleichung (1.), nach keiner ortho- 
gonalen Transformation der Variablen x und y die Gleichungen 


(30°,) m=0, I=n 


bestehen. Da ferner für O die Gleichungen (29.) gelten, so entspricht jeder 
Bewegung des Systems S, bei welcher es sich der Lage O0 asymptotisch 
annähert, eine asymptotische Bewegung des Punktes P. 

Bei letzterer convergiren nach $ 4 Tangente und Radiusvector, wenn 
t unbegrenzt wächst, gegen eine derjenigen Richtungen, welche als Haupt- 
axenrichtungen des Kegelschnitts 

(31.) Ic’ +2mxzy+ny’ = const., 
oder als das gemeinsame Paar conjugirter Durchmesser der Kegelschnitte 
(31.) und 

(32.) z’+y’ = const. 
definirt werden können; dabei ist der Fall, dass unendlich viele solcher 
Paare vorhanden seien, auszuschliessen, da er nach einer Coordinatentrans- 
formation auf die Gleichungen (30°.) führen würde. 

Führt man nun « und v an Stelle von x und y ein, indem man sich 
auf unendlich kleine Werthe der Variablen beschränkt, so bestehen die 
linearen Gleichungen (30.) und die Kegelschnitte (31.) und (32.) werden 
durch folgende Gleichungen dargestellt 


Mr Lu® +2Muv +Nv’ = const., 
.) | E,W-+2F,u-+ G,0° = const. 

Sieht man « und » als rechtwinklige Coordinaten an, so sind die hierdurch 
definirten den Curven (31.) und (32.) affın verwandt, den conjugirten 
Durehmessern dieser entsprechen also conjugirte Durchmesser der Curven 


(33.). Die diesen entsprechenden Werthe des Verhältnisses #:» werden 
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bekanntlich durch das lineare Gleichungssystem 
j Lu+ Mo+4(E,u+F,o) = 0. 
| Mu+Ne-+4(F,u+G,v) = 0 
definirt, in welchem 4 jede der beiden Wurzeln der Gleichnng 
|L+iE, M+iIF,, 
(35.) RENT ET DR 
ıIM+iF, N-4G, 
bedeuten kann. Das Verhältniss derselben hat eine leicht angebbare Be- 
deutung; da nämlich die linken Seiten der Gleiehungen (33.) dureh die 
Transformation (30.) in Verbindung mit Z' in die Ausdrücke 


(34.) 


T (ax’+by’), Aulz’+y‘) 


übergehen, so lehren bekannte Erwägungen*), dass das Verhältnis der 
Wurzeln der Gleichung (35.) genau a:b ist. Wäre dieses = 1, so hätten 
die Curven (31.) und (32.), deren erstere auch nach der "Transformation 
= durch die Gleichung 
axz+by' = const. 
dargestellt wird, unzählige Paare conjugirter Durchmesser gemein, mithin 
auch die Curven (33.); daraus würde folgen 
E.:F,:@G, = L:M:N, 
was nach dem Obigen ausdrücklich ausgeschlossen werden muss, um die 
Gleichungen (30°) unmöglich zu machen. 
Nimmt man speciell an, es sei 


ds = YEdw-+2Fdudo + Gdv’ 


das Bogenelement einer Fläche 2, so sind Edu und @do die Bogenelemente 
der Curven e = const. und = const.; wenn daher # und e unendlich klein 
sind, so sind E,a und @,v die schiefwinkligen Paralleleoordinaten eines 
Punktes der Fläche in unendlicher Nähe von O; die erste Gleichung (33.) 
stellt daher, wenn ihre rechte Seite unendlich klein ist, eine unendlich 
kleine Ellipse dar, längs deren bis auf Grössen höherer Ordnung das 
Potential U constant ist. Die durch die Gleichungen (34.) definirten beiden 
Richtungen sind daher auch diejenigen, nach welchen U von O0 aus im 
Verhältniss zum durchlaufenen Wege am stärksten und schwächsten zu- 


*) Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten (1851) $ 14, 15. S. 209. 
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nimmt. Dass diese beiden Richtungen auf der Fläche 2 einen rechten 
Winkel bilden, ist auch ohne Infinitesimalbetrachtungen leicht ersichtlich; 
sind nämlich 4, und 4, die Wurzeln der Gleichung (35.), «a, vo und a”, ©" 
die entsprechenden Lösungen des Systems (34.), und setzt man 
(d Bu E,u) u? + Fuer NUM) +E eo”, 
BF — Luadad+NUuM ed + ud) + Neon, 
so folgt leicht 
?4+4,2=0, 7+,2=0 
also, da A, und 4, verschieden sind. 
2=NV. 
Das ist aber die Bedingung dafür, dass auf der Fläche 2 die von O aus- 
gehenden Richtungen, welche durch eine der Proportionen 
u:v = u):o) V=1,2 
definirt werden, auf einander senkrecht stehen. 
Aus diesen Erwägungen und den Resultaten des $4 ergiebt sich 
auf Grund der Beziehungen, welche zwischen den Bewegungen des Systems 
S und des Punktes P bestehen, das folgende 'T'heorem. 


Ein materielles System S, dessen Lage durch die Parameter u und v 
bestimmt ist, habe die lebendige Kraft 


T = 4(Eu”+2Fwo+Gv”), 
wobei E, F, @ in der Umgebung der durch die Werthe u=v = definirten 
Stelle O ebenso wie das Potential der wirkenden Kräfte reguläre analytische 


Functionen von u und v seien; letzteres habe die Form 
U= 4(Lv+2Muc+Ne)+--, 
wobei L, M, N Constante sind, die Relationen 
L>0, LN-NM>O 

bestehen, und die weggelassenen Glieder in u und ec von mindestens dritter 
Dimension sind, sodass O eine Lage labilen Gleichgewichts für das System S 
ist. Alsdann giebt es Bewegungen des Systems, bei welchen es sich der Lage 
O0 beliebig annähert, ohne sie nach endlicher Zeit zu erreichen. Nehmen E, 
F, @ an der Stelle O die Werthe E,, F,, @, an und besteht nicht die 


Proportion 
E, . F,: G, = L:M: N, 


so convergirt bei jeder dieser besonderen Bewegungen das Verhältniss u:v 
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gegen einen von zwei bestimmten Grenzwerthen (u):v)) und (u”:e), für 


welche die Gleichung 
Eu’ e® + Fu ed + EI) +) — 0 


besteht. Sind x, y rechtwinklige Coordinaten, so sind 


ya). ya: 


die Gleichungen der gemeinsamen conjugirten Durchmesser der Kegelschnitte 


Lz’+2Mxy-+ Ny’ = const, E,2’+2F,cy-+@,y’ = const. 


y 


Speciell sei S ein materieller Punkt von der Masse Eins, und 
YEdw-+2Fdude +Gdo’ = ds 

das Bogenelement einer Fläche, auf der er sich unter der Wirkung der vom 
Potential U herrührenden Kräfte bewegt; dann convergirt bei asymplotischer An- 
näherung des Punktes S an die labile Gleichgewichtslage 0 die Richtung der 
Bahncurve gegen eine der Azenrichtungen der unendlich kleinen Ellipsen, 
welche die Linien U= const. in der Nähe der Stelle O bilden, also eine der 
Richtungen, nach denen von O aus das Potential im Verhältniss zum durch- 
laufenen Wege am stärksten und am schwächsten zunimmt. 

sinen Theil dieses 'Theorems sowie der folgenden Resultate habe 
ich kürzlich ohne vollständigen Beweis publieirt *). 


$ 6. 
Ein besonderes System asymptotischer Bewegungen. 

Nachdem wir an einem ersten Resultat das Uebertragungsprineip 
schätzen gelernt haben, welches einen sehr allgemeinen Typus von Pro- 
blemen mit zwei Graden der Bewegungsfreiheit auf die Bewegung eines 
Punktes in der Ebene zurückführt, wenden wir uns wieder letzterer Auf- 
gabe unter den in $ 1 eingeführten Voraussetzungen zu, um eine Ueber- 
sicht der Gesammtheit aller möglichen asymptotischen Bewegungen zu 
gewinnen. 

Nach Poincare giebt es, wie im $5 unseres ersten Aufsatzes näher aus- 
einandergesetzt, wenn Ya:b nicht eine positive ganze Zahl und grösser als 
Eins ist, ein gewisses System von Bewegungen der bezeichneten Art, für 


*) Kneser, Zwei Sätze über Bewegungen in der Nähe labiler Gleichgewichtslagen, 
Sitzungsberichte der Dorpater Naturforschergesellschaft Bd. XI Heft 2 (1896). 
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welche folgende Gleichungen bestehen: 


(36.) | 2Yaz = -aei+B%(ae'“, Be”), 
| |2yby = —/ —PLPBIgeN“, Be"? 


hierin bedeuten ®B®’ Potenzreihen, welche nur Glieder von mindestens 
zweiter Dimension enthalten, « und ? willkürliche Constante, und die Qua- 
dratwurzeln sind, wie fortan immer, positiv zu nehmen. Aus jenen Glei- 
chungen ergiebt sich, wenn 5 von Null verschieden ist, 


| ax — ae Wa) +eV RO (ae-tVe, Be") 
b y — B+eVt$ 32) (we-Va, Be-'’) 
also, da Ja—Vb positiv ist, 
. T 
lim — = 0 
Y 
Wenn dagegen 5 verschwindet, « aber nicht, so hat man 
y> Tr eV PO) (ae) a 0) 
es — a tet VB) (ae-V“, 0) : 
mithin 
lim — = 0. 
I 


Für ?=0 erhält man eine von zwei Bahneurven ®, und ®,, je nachdem 
ce positiv oder negativ ist; denn bei zwei Werthen von «, welche gleiches 
Zeichens sind, redueiren sich die entsprechenden Gleichungen (36.) auf ein- 
ander, indem man den Zeitpunkt {= (0 verlegt. Die Bahncurven der übri- 
gen unter (36.) definirten Bewegungen, bei welchen |/]| positiv ist, bezeichnen 
wir durch ®,; sie ergeben für 2=+» als Grenzlage der Tangente und 
des Radiusvectors die y-Axe, D, und ®B, dagegen die z-Axe. 

Die orthogonalen Trajeetorien dieser Linien B können, wie ich 
a.a. 0. gezeigt habe, durch eine Gleichung 


(37.) N1= —(Yaz’+Yby’)+-- — const. 
dargestellt werden, in welcher R eine convergente Potenzreihe der Argu- 


mente x und y bedeutet, ihre Glieder niedrigster Dimension die hingeschrie- 
benen sind, und die Differentialgleichung 


i OR \’ OR \’ ng PR 
(38.) I) RAR = 20 


besteht. Aus der Form der Reihe X kann man ähnlich, wie dies für die 
Niveaulinien im $ 1 des ersten Aufsatzes geschehen ist, schliessen, dass die 








Kneser, Bewegungsvorgänge in der Umgebung instabiler Gleichgewichtslagen. 213 


Linien. (37.) in einer gewissen Umgebung des Punktes O einfache ge- 
schlossene Curven von endlicher, nicht verschwindender Krümmung sind, 
und ebenso wie dies die Curven ® thun, ein gewisses den Punkt O um- 
schliessendes Gebiet genau einfach bedecken. Ein solches möge etwa 
durch eine bestimmte Linie (37.) begrenzt gedacht und durch 7’ bezeichnet 
werden. In jedem seiner Punkte mit Ausnahme von O sei 7 die Richtung 
der im Sinne wachsender Werthe von Mt gezogenen Tangente der Curve B; 
bezeichnet man, wie fortan immer, durch die eingeklammerten Zeichen 
zweier Richtungen z. B. (x7) den zwischen ihnen liegenden concaven Winkel, 
durch x und y die positiven Coordinatenrichtungen, so hat man 
(39.) cos(zrT) = Nr - = Rz ‚ ceos(yr) = N Lu 
IYNE+HN; y2tl Y2I 
Aus der Form der Reihe N folgt weiter, dass die Grösse 


NN, FR, ; 


ui 


wenn x und y unbegrenzt abnehmen, sich der negativen Grenze —Vab an- 
nähert; in dem Ausdruck 


R 


#; 


\ 


Na HR, YHR, NANNY 


= Ne HMN,Ccy AR, yHUNRAUN, 


bilden daher die drei ersten Glieder eine definite, negative quadratische 
Form, sobald z und y hinreichend klein sind. Ebenso ist unter dieser 
Bedingung die Summe der letzten beiden Glieder negativ; denn man hat 


er" ar 
UNR,+U,N, = -aVar’—bYby’—+-- 
—= —r(aYacosy+bYbsinp)+--, 


und die weggelassenen Glieder bilden ein Aggregat von der Form r’R, 
wenn durch R eine Reihe von derselben Beschaffenheit wie im $ 3 be- 
zeichnet wird; dabei bleibt der Coeffieient von -—r’ oberhalb der Grenze 
bYb. Bei hinreichender Beschränkung des Gebietes 7' ist daher die Grösse 
N” negativ und hieraus schliesst man wie beim Beweise des Satzes VII: 
XV. Das Gebiet 7’ kann so angenommen werden, dass in ihm die 
Grösse N" stets negativ ist und bei jeder asymptotischen Bewegung die 
Grösse N beständig, zunehmend gegen den Werth Null eonvergirt; die Be- 
wegung längs einer Bahnceurve ® hat daher stets die Richtung 7, nie die 
entgegengesetzte. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIIT. Heft 2. 28 
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Gäbe es nun eine asymptotische Bewegung des Punktes P, deren 
Bahneurve & ist und mit keiner Curve B zusammenfällt, und wäre o die 
Richtung dieser Bewegung, sodass 


! r 





v Y 
\ ) Vz’+y® I (Y ) Ye’+y”? ? 
so würde nach (39.) und den elementaren Formeln des $ 1 folgen 
40.) ee ee RE. 
ya’+y’yRE+R; 2 


Es convergiren aber für 2=-+oo nach $ 4 der Radiusvector und die Tan- 
gente des Punktes P gegen eine der Coordinatenaxen als Grenzlage; es 
sei dies z. B. die y-Axe, sodass die Gleichungen 


! 


(40°) lim - = lim - = 0 
Yy Y 
bestehen. Aus ihnen folgt sofort 
a) ia u 
r r r Y 


und ferner 
42, we Eee ur 
(42,) im (77) im (14 7) im 
Andererseits ergiebt die Gleichung der lebendigen Kraft 
ee R r 2 2 2 on 
ro - Hrn) 
und nach (41.), da nach $ 4 die Grösse p für £=+ unendlich klein wird, 
. r'\? . r' ER /L 
lim (- ) —=b, lim —-— b 
mithin nach (42.) 
(43.) lim —- = —Yb = lim 
: y 


Die Gleichung (40.) ergiebt somit 


(44.) lim(+sin(o7)) = lim -” nn a mi & 
Nun gilt die Gleichung 
M N TERM 
(45) tim Ir = 0, 


da die Entwiekelung von R, mit —VYbx beginnt, und gegen dieses Glied 
alle andern x enthaltenden verschwinden, die von x freien Glieder aber 








- 
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den Factor y’ enthalten und nach (41.) die Gleichung 


besteht. Verbindet man die Gleichungen (43.) und (44.), so sieht man, dass 


k RR, 
(46.) lim I = 0. 
Weiter kann man schreiben 
ER, _ Ve _ Ned Vyhe 
y Y y yy y 


im Zähler des letzten Bruches rechts können nach (40°.) alle weggelassenen 
Glieder gegen das erste vernachlässigt werden, der erste Bruch hat nach 
(43.) einen endlichen Grenzwerth für 2=-+®, während der mittlere ver- 
schwindet; somit folgt 


nz 1 RR, 
lim - = lim -—=(, 


also nach (44.) und (46.) 


z 


lim(+sin(er)) = 0. 

Dies Resultat gilt auch, wenn in der Argumentation z und y vertauscht 
werden. Der Winkel (or) convergirt daher gegen einen der Grenzwerthe 
O0 und 7; letzterer ist aber auszuschliessen, da die Grösse 

IRAHYR _M 
Vvar+yPyRHN? 20° 
wenn x und y hinlänglich klein geworden sind, positiv, der concave 
Winkel (or) also spitz ist. Eine unmittelbare Folge dieser Erwägungen 
ist folgender Satz. 

XVI. Wenn es eine asymptotische Bewegung giebt, deren Bahn 

nicht durch eine der Linien ® dargestellt wird, so bildet die Richtung 


co8(orT) = 


dieser Bewegung mit der Richtung 7 einen concaven Winkel, der jedenfalls 
zu gewissen Zeiten und in beliebiger Nähe der Gleichgewichtslage 0 spitz 
ist und abnimmt; für = -+o wird dieser Winkel unendlich klein. 

Ein ähnliches Resultat ergiebt sich für eine nicht asymptotische Be- 
wegung des Punktes P, bei welcher er sich in einer gewissen Lage 
tangential zur Linie R = const. bewegt und A=0 ist. An einer solchen 
Stelle hat man 

= ER N, =, 
und wenn der Abstand OQ hinreichend klein ist, geht W von positiven 
zu negativen Werthen über, da nach dem Satze XV die Grösse ®R" 
28* 
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negativ ist. Wenn nun o, die Richtung des Punktes P bei der betrachteten 
Bewegung ist, so ergiebt sich 
cos(o,T) = — ee —, 
ve’ y’YREHN, 

oder nach der Gleichung der lebendigen Kraft und der Differential- 
gleichung (38.) 
R . 
2U 
Da nun U positiv ist in der Nähe der Stelle O, so ist der Winkel (o,r), 
bevor die Lage Q erreicht wird, spitz, nachher stumpf und nimmt zu. D.h. 

XVII Giebt man dem Punkte P in der Lage Q, welche dem 
Innern des Gebiets /' angehöre, tangential zur Curve R = const. eine solche 
Geschwindigkeit, dass bei seiner Bewegung A=0 ist, so nimmt in der Um- 
gebung der Lage Q der coneave Winkel zwischen der Bewegungsrichtung 
des Punktes P und der Richtung 7 zu, und ist daher stumpf, nachdem die 


Lage (0 verlassen ist, spitz, bevor sie erreicht wird. 





cos(o,T) = 


7. 
Anwendung des Gaussschen Krümmungsmaasses auf das dynamische Problem. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zu einer neuen Anwendung 
des Prineips der kleinsten Action über. Nach diesem können, wie schon 
in $ 5 bemerkt wurde, die Bahneurven aller Bewegungen, für welche h= 0, 
durch die Gleichung 

h) / VUYda’+dy’ = 0 
definirt werden; ordnet man daher jeder Lage des Punktes ? einen Punkt 
der Fläche © zu, auf welcher das Bogenelement die folgende Form hat 


ds = YU(dx’-+dy’), 
und zwar den Punkt, für welchen x und y dieselben Werthe haben wie in 
P, so entsprechen jenen Bahneurven die geodätischen Linien der Fläche ©, 
und diese ist conform auf die Ebene abgebildet. Dabei ist jedoch zu be- 
achten, dass dem Punkte O ein im allgemeinen singulärer Punkt der Fläche 
entspricht, da in ihm alle Coeffieienten der quadratischen Differentialform 
ds’ verschwinden. Für das Krümmungsmaass der Fläche © gilt, wie die 
ursprüngliche Formel von Gauss*) lehrt, wenn man in ihr x und y für p 


*) Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas art. 11. Werke (1880) 
h) r 4 .)* D 
d. IV 8. 236. 


ıl- 


@ 0 


a. 
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und g einführt und F=0, E=G=ÜU setzt, die Formel 


4kU° = 2U(U,+U,)—2U’(U,,-+U,,) 
oder 
k is U+U, BR U(U,. + U,,) 
4; 20° 
Entwickelt man den Zähler dieses Bruches nach Potenzen von z und y, 


so sind die Glieder niedrigster Dimension 

3(a—b)(ar' by‘). 
Dieser Ausdruck ist positiv wie a—b, wenn y=(, negativ, wenn 2 = (0); 
schreibt man ihn in der Form 


(47,) - (a—b)(acos’y—bsin p), 

so bleibt der Factor von r’ oberhalb einer gewissen positiven Grenze, 
wenn sing, unterhalb einer gewissen negativen, wenn cosp auf ein hin- 
reichend kleines den Werth Null umfassendes Intervall beschränkt wird. 
In beiden Fällen hat der Zähler des Ausdruckes k, wenn r hinreichend 
klein ist, das Zeichen der Grösse (47.), da alle übrigen Glieder den Factor 
r’ haben und, wenn man die Bezeichnung des $ 3 benutzt, zu einer Reihe 
r"R zusammengefasst werden können. Wenn z. B. sinp im ersten, cos 
im zweiten jener Fälle zwischen den Grenzen +g, der Punkt P also nach 
$ 1 in einem der Gebiete 5, n verbleibt, so ist % im ersten Falle stets 
positiv, im zweiten stets negativ. Da nun nach $ 4 der Punkt P bei jeder 
asymptotischen Bewegung schliesslich ein gewisses der Gebiete 5;, n, nicht 
mehr verlässt, so hat man folgenden Satz. 

XVIII. Bei jeder asymptotischen Bewegung des Punktes ? ist von 
einem gewissen Zeitpunkte ab in dem entsprechenden Punkte der Fläche © 
das Krümmungsmaass entweder stets positiv oder stets negativ. 

Um dieses Resultat benutzen zu können, schieben wir zunächst eine 
allgemeine Hülfsbetrachtung ein (Fig. 7)*). Es sei Q ein beliebiger Punkt 
des Gebietes /' und liege etwa auf der Curve 

N e, 
sodass ce eine negative Constante ist. Von ihr seien c, und e, beliebig 
wenig verschieden und es sei 
u <e<o<VQ. 


*) Diese Figur wie die folgende sind von schematischer Bedeutung. Die Linien 
B sind als Gerade gezeichnet, was sie in dem Falle a=b auch wirklich sein können. 











Die Linien 
R=c,h RN=o 
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mögen von der durch Q gehenden Curve ®B in den Punkten Q, und Q, ge- 
schnitten werden: auf der ersten jener beiden sei A,B, ein beliebig kleiner, 
den Punkt Q, umfassender Bogen. Die durch A, und B, gehenden Curven 
DB mögen die Öurve R=c, in den Punkten A, und B, schneiden; da nun 
keine zwei Linien R = const. und keine zwei Curven ® sich schneiden, 
jede der letzteren aber mit jeder der ersteren nach dem Satze XV einen 
einzigen Punkt gemein hat, so sind A, B,, B,, A, die Ecken eines krumm- 
linigen Vierecks (0), dessen Umfang sich selbst nicht schneidet, dessen 
Inneres den Punkt Q enthält und dessen Dimensionen beliebig klein sein 


7 


können. Ist ferner V, irgend ein Punkt des Bogens A,B,, so schneidet die 
durch ihn gehende Curve B den Bogen A,;B;, da sie in das Viereck (0) 
hineingeht und es an keiner anderen Seite verlassen kann; der Schnittpunkt 
sei V.. Der Bogen V,V; theilt daher das Viereck in zwei Hälften, die als 
erste und zweite unterschieden werden mögen; die erste liege an der 


Seite A,A.. 


Die Halbgeraden, die von den Punkten des Bogens V,V; in die erste 


Hälfte hinein gerichtet sind, können in einander stetig übergeführt 
ohne inzwischen den Bogen zu berühren; sie sind daher gegen 
eine bestimmte Richtung der Tangente alle in demselben Sinne 


werden, 
rt, d.h. 
gedreht 


nach der in $ 1 gegebenen Definition. Im entgegengesetzten Sinne sind 


die nach der zweiten Hälfte weisenden Richtungen gegen 7 gedreht. 


Wenn 


daher eine Curve, deren Tangente sich stetig ändert, von einem Punkte 
durchlaufen wird, der seine Bewegung auf dem Bogen V,V, beginnt und 
endigt und das Gebiet (0) nicht verlässt, so ist die Bewegungsrichtung 
gegen z zu Anfang in dem einen, zu Ende in dem anderen Sinne gedreht, 
muss also inzwischen mindestens einmal mit 7 zusammengefallen oder ent- 
gegengesetzt gewesen sein. Weiss man daher von einer das Gebiet (0) 
durchsetzenden Curve, dass sie keine Linie ® berührt, so hat sie mit keinem 
Bogen V,V, mehr als einen Punkt gemein. Wird eine solche Curve von 
einem Punkte V in bestimmter Richtung durchlaufen, so ist seine Be- 
wegungsrichtung gegen die Richtung 7 stets in demselben Sinne gedreht; 
der Punkt V geht entweder immer von der ersten in die zweite oder immer 
von der zweiten in die erste der Hälften, welche der jeweils durch V 


gehende Bogen V,V;, definirt. 
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Diese allgemeine Betrachtung wenden wir an auf die Bahneurven 
zweier Bewegungen des Punktes P, bei welchen A=0 ist, die Curve & 
und die Bahncurve der im Satze XVII definirten Bewegung, welche durch 
6, bezeichnet und vom Punkte P, dessen Masse die Einheit ist, in der 
Richtung o, durchlaufen werde. Beide Curven berühren keine der Linien 
9; ist daher Q ein Punkt der Curve & und beschränkt man das Viereck 
(0) hinreichend, so kann in seinem Innern jeder Lage von P eine einzige 
Lage von P so zugeordnet werden, dass beide Punkte demselben Bogen 
V,V, angehören. Wenn nun, was man annehmen darf, die Richtung «, im 
Punkte Q nach derselben der durch den Bogen 0,0, definirten Hälften des 
Vierecks Q hineinweist wie die Richtung o, so gilt nach dem Obigen das- 
selbe in irgend zwei entsprechenden Punkten P und P, d.h. in ihnen zeigen 
die Richtungen o und o, nach derselben der Hälften hinein, in welche das 
Gebiet (0) durch den die Punkte P und P enthaltenden Bogen V,V, zer- 
legt wird. Betrachtet man also eine Anzahl von Lagen des Punktes P in 
der Reihenfolge, in welcher sie bei der natürlichen Bewegung längs der 
Curve & erreicht werden, so folgen die entsprechenden Punkte P ebenfalls 


so aufeinander, wie sie bei der freien Bewegung des Punktes P unter dem 
Einfluss der wirkenden Kraft erreicht werden, und die Richtung o, geht in 
jeder dieser Lagen nach der nächstfolgenden hin. 


Speciell seien P,, P,, P;,, P, (Fig. 8) vier in dieser Reihenfolge 
erreichte Lagen des Punktes P; zwischen P, und P, liege der Punkt ®, 
in welchem zwei entsprechende Punkte RP und P zusammenfallen. All- 
gemein sei in der angegebenen Weise P, dem Punkte P, zugeordnet; dann 
liegen im Innern des Gebiets (0) die beiden krummlinigen Vierecke P,P,P;P, 
und P,P,P,P,, deren Seiten von Bahneurven solcher Bewegungen gebildet 
werden, für welche A =0 ist; die entsprechenden Linien auf der Fläche © 
sind also geodätische. Die Beziehung zwischen der Ebene, in welcher die 
Bewegung stattfindet, und der Fläche © ist nun, wie oben bemerkt, eine 
conforme; die Winkel der auf dieser Fläche definirten geodätischen Vierecke 
sind also gleich den entsprechenden der Vierecke P,P,P, P, und P,P,P,P,. 
Die inneren Winkel dieser sind, da o und o, die Bewegungsriehtungen auf 
den Curven & und G, sind, den Winkeln (or) 
Eeken oder den Supplementen dieser Winkel g 


‚ (o,r) in den betreffenden 
leich. 
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Um hierüber völlig genaue Aussagen machen zu können, gehen wir 


davon aus, dass die Function R in ?, grösser ist als in ?,. Denn schneidet 
die beide Punkte verbindende Linie ® die Curve R=ec im Punkte W, so 


wird, da letztere und die Curve 6, sich berühren, der Abstand WP, un- 
endlich klein gegen OP, und QW, sobald man den Punkt P, gegen die 
Lage Q convergiren lässt. Im Punkte P, ist aber der Werth von Rt, da 
er nach XV beständig zunimmt, kleiner als in Q und W, und die Differenz 
wird von derselben Ordnung wie die Strecke OP, unendlich klein; somit 


ist N auch im Punkte P, kleiner als im Punkte P,, sobald man alle Pnnkte 
P hinreichend nahe bei Q angenommen hat. Dasselbe Verhältniss findet 


für die Punkte P, und P, statt, während in P, und P, die Function R schon 
deshalb grösser ist als beziehentlich in P, und P,, weil sie in diesen kleiner 
als e ist. In den Punkten P,, P., P,, P, stimmt daher die Richtung 
wachsender Werthe von ®, d. h. die Richtung 7 überein mit der Richtung 
einer in dem betreffenden Punkte beginnenden Vierecksseite; in den Punkten 
P,, P,, P,, P; findet das Entgegengesetzte statt. Ferner folgt aus der De- 
finition der Richtungen o und o,, dass in den Punkten P,, P., P;. P; die 
Richtung o oder o, übereinstimmt, in den Punkten P,;, P,, P,, P, entgegen- 
gesetzt ist mit der Richtung einer in dem betreffenden Punkte beginnenden 
Vierecksseite. Nennt man daher (or), und (o,r), die Winkel (or) und 
(o,t) in den Punkten P, und P,, so sind die inneren Winkel des Vierecks 
P,P;P:ıP, 


(oT), (dr), (0,7), R— (OT); 
die inneren Winkel des Vierecks P,P,P,P, 
n— (07), (oT), Nn—(O,T)y (OyT)- 


Die Regel, nach welcher diese Ausdrücke erhalten werden, kann folgender- 
massen formulirt werden. Dann und nur dann, wenn in einer Eeke von 
den in ihr definirten Richtungen o und 7 oder o, und 7 die eine entgegen- 
gesetzt, die andere gleich ist der Richtung einer von der Ecke ausgehenden 
Vierecksseite, ist der innere Winkel das Supplement des Winkels (o7) 
oder (o,T). 

Nach dem Satze XVI kann nun der Punkt Q auf der Curve 6 so 
gewählt werden, dass in seiner Umgebung der Winkel (or) abnimmt, 





r 
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während nach XVII der Winkel (o,7) zunimmt; man darf also annehmen 

(o,T), < (0,7), < (0,7), < (0,T),, 

(or), > (or), > (or), > (oT), 
Daraus folgt, dass die Summe der inneren Winkel des Vierecks P,P,P,P,, 
also die Grösse 

2n+[(or),—(or),]+[(r),—(o,7T),] 
grösser als 27 ist, während der entsprechende Ausdruck für das Viereck 
P,P,P,P;, nämlich 

2n—[(or),-(or),|—[(r),—(oT);] 
offenbar kleiner als 27 ist. Auf der Fläche © liegen daher in beliebiger 
Nähe des dem Punkte Q entsprechenden Punktes Q, sowohl geodätische 
Vierecke, deren Winkelsumme grösser, als auch solche, deren Winkelsumme 
kleiner ist als vier Rechte. Nach dem Satze XVIII ist aber das Krüm- 
mungsmaass der Fläche im Punkte Q, entweder positiv oder negativ; das 
erhaltene Resultat steht daher im Widerspruch mit einem berühmten T'heorem 
von Gauss, nach welchem die Summe der Winkel eines geodätischen Vier- 
ecks, in dessen Inneren das Krümmungsmaass nicht verschwindet, grösser 
oder kleiner als vier Rechte ist, je nachdem das Krümmungsmaass positiv 
oder negativ ist*). 

Die Annahme, von der wir ausgingen, eine asymptotische Bewegung 
finde statt in einer Bahncurve 6, welche nicht zu den Curven ® gehört, 
ist also unhaltbar; durch die Gleichungen (36.) werden alle möglichen asym- 
ptotischen Bewegungen dargestellt. 

Eine bedeutende Verallgemeinerung dieses Resultats ergiebt das im 
$ 5 erörterte Uebertragungsprineip. Bedeutet U wie dort, abweichend von 
der zuletzt gebrauchten Bezeichnungsweise, das Potential bei der Be- 
wegung eines Punktes auf der Fläche 2 oder des Systems S, also eine 
Function von « und e®, so hat die Grösse AU, wenn man sie nach (28°) 
durch x und y ausdrückt und diese Grössen vielleicht noch einer ortho- 
gonalen linearen Transformation unterwirft, nach $ 5 genau dieselbe Form 
wie das Potential U bei der Bewegung des Punktes ? in der Ebene. Man 


kann daher die soeben erhaltene Sätze auf die Bewegungsgleichungen 
(48.) ll Eh) A" 


*) Gauss, a. a. 0. Art. 20 S. 246. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 3. >) 
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anwenden; an Stelle der Gleichung (38.) tritt dann die folgende 

(49.) K+NR, = 204. 
Nun kann R, bei der Natur des zwischen den Variablen x, y einerseits 
und za, o andererseits bestehenden Zusammenhangs, auch nach Potenzen 


von a und ® entwickelt werden; die Gleichung (49.) transformirt sich dann 
in die Gestalt 


. pi OR 

(60.) EG— —p[E )- ar 77 +E( = 
Die linke Seite dieser Gleichung ist nämlich, wie bekannt und schon aus 
den Formeln von Gauss*) für die Transformation einer quadratischen Diffe- 


rentialform ersichtlich ist, eine Covariante der Form ds’; d.h. geht diese 
durch Einführung neuer Variablen in die Form 


Edu°+2F dude+Gdv’ 


über, so wird Aue Ausdruck, auch wenn Rt eine beliebige Function ist, 


OR +2 —)]; 


du © 











[6 
Es- 
also wenn z und y die neuen Variablen sind, und demnach 


E=6=A, F=V0, 


DI] 


sodass die Differentialgleichungen (49.) Bi (50.) in der That aus einander 
entstehen. Bedenkt man noch, wie im $ 5, dass jeder asymptotischen Be- 
wegung, die den Gleichungen (48.) gemäss vor sich geht, eine solche ent- 
spricht, bei welcher das System S sich der Lage O asymptotisch annähert 
und umgekehrt; dass ferner, wenn man entwickelt 


UA = Yaz’+by’)+--, 
das Verhältniss 4:5 dem Verhältniss der Wurzeln der Gleichung (35.) 


gleich ist, so ergiebt sich folgendes 'T'heorem. 
Fügt man zu den Voraussetzungen des Theorems am Schlusse des $ 5 


gesetzt wird, 


noch die weitere, dass nicht die grössere Wurzel der Gleichung 
\E,+4L F,+iM 
'F,+1M @+iN 


*) Gauss, a.a.0. Art. 21 S. 248. 
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ein ganzes Vielfaches der kleineren sei, so kann die Gesammtheit aller Be- 
wegungen, bei denen das System S sich der labilen Gleichgewichtslage O asym- 
ptotisch annähert, in folgender Weise charakterisirt werden. Es giebt eine 
gewisse nach ganzen positiven Potenzen von u und v entwickelbare Lösung 
N der Jacobi-Hamiltonschen Differentialgleichung (50.) von der Beschaffenheit, 


dass bei jenen Bewegungen immer die Beziehung 
du:de = = en 

ou OD 

besteht. Von jeder Lage aus, die einer gewissen Umgebung der Stelle DO an- 

gehört, kann das System S auf eine einzige Weise so in Bewegung gesetzt 

werden, dass es für t=+% gegen die Grenzlage O convergirt. 

Ist speciell S derselbe materielle Punkt wie in $ 5, so sind die einzigen 
Bahncurven, längs deren er sich der Lage O annähert, die orthogonalen Tra- 
jectorien der Linien WR = const. Jene Bahncurven bedecken eine gewisse Um- 
gebung der Gleichgewichtslage O genau einfach; zuletzt haben zwei von ihnen 
die Richtung der kleinen, die übrigen die Richtung der grossen Are jener im 
$ 5 definirten unendlich kleinen Ellipse U = const. 

Als Functionen der Zeit sind bei den bezeichneten Bewegungen u und v 
enlwickelbar nach ganzen positiven Potenzen zweier Exponentialgrössen, deren 
Exponenten der Zeit proportional sind. 

Wenn Ya:b eine ganze Zahl ist, so können, wie aus Sätzen von 
Ljapunoff und Horn *) folgt, den Gleichungen (36.) analoge aufgestellt werden, 
in welchen aber neben den Exponentialgrössen ganze rationale Funetionen 
von t als Coefficienten auftreten, sodass man ein gewisses System von 
asymptotischen Bewegungen dargestellt hat, aber zunächst nicht weiss, ob 
es noch andere giebt. Um dies nach unserer Methode zu entscheiden, 
müsste man die Reihe N, welche als rein formale Lösung der Gleichung 
(38.) stets gebildet werden kann und, wenn Ya:b keine ganze Zahl ist, 
nach $ 5 unseres ersten Aufsatzes convergirt, auch für ganzzahlige Werthe 
von Ya:b als convergent nachweisen. Ob das möglich ist, muss zunächst 
dahingestellt bleiben; ebenso bleibe der leichter zu erledigende Fall a=b 
einer anderen Gelegenheit vorbehalten. 


*) Ljapunoff, Die allgemeine Aufgabe von der Stabilität der Bewegung (russisch). 
Charkoff 1892. S.36. Horn, über die Reihenentwickelung der Integrale etc. Bd. CXVI 


dieses Journals S. 265. 


0% 














Ueber einen Zusammenhang zwischen den Elementen 


orthogonaler Neuner- und Sechzehnersysteme. 
(Von Herrn E. Jahnke.) 





Für die Theorie und Anwendung der Thetafunctionen hat Herr 
F. Caspary eine neue und einfache Grundlage geschaffen. Herr Caspary 
hat gezeigt, dass die Thetafunctionen einerseits*) mit den 16 Coefficienten 
9; @,j = 1,2, 3,4) einer orthogonalen Substitution mit der Determinante +g°, 
und andererseits**) mit denjenigen 15 Grössen, die er Elemente eines Ortho- 
gonalsystems nennt, in engstem Zusammenhange stehen. Als Elemente eines 
Orthogonalsystems bezeichnet Herr Caspary die neun Coefficienten a,,, 
(m, n=1,2,3) einer orthogonalen Substitution mit der Determinante +1 
und die sechs aus ihnen gebildeten Difterentialgrössen 


| pı = —(Auda,,-+-4,.da,+a,.da,,), ( ul ) 
2,3, 1 
..2 


(1.) 


lo, a a,,da,+ 4,.da,+ a, da;. 


Zwischen diesen beiden von Herrn Caspary aufgedeckten Beziehungen be- 
steht, wie ich gefunden, ein einfacher und folgenreicher Zusammenhang. 
Um diesen darzulegen, gehe ich genauer auf die Art und Weise ein, wie 
Herr Caspary seine Ergebnisse herleitet. 

Bezeichnet man mit «, &, @&, 4; Pur Pa Ps Ps zwei Quadrupel be- 
liebiger Parameter, so bilden die zweimal 16 Grössen 


0 —0 0; a; Pi Pr —P5 Pr 
0, a —a, 0; — PD, P, P; P; 
— 0, OL, et, Os PB —-Pı B, Ps 
&; 0; %  —0, 9; P3 Po —Pı 


die 16 Coefficienten zweier orthogonalen Substitutionen, welche den Bedin- 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 94., S. 74—86 und €. R. CIV, p. 490—493, 1887. 
“) Vgl. C.R. CXI, p. 225—227, 1890 und Liouville's J. (4), t. VI, p. 367—404. 














Jahnke, Zusammenhang zwischen den Elementen zugehöriger Orthogonalsysteme. 225 


gungen der Orthogonalität identisch genügen. Componirt man die Elemente 
der iten Horizontalreihe der ersten Substitution mit denen der jten Hori- 
zontalreihe der zweiten, so ergiebt sich die Darstellung der 16 Coeffieienten 
9; %j = 1,2,3,4) mit Hülfe der zwei Quadrupel von Parametern «,, &,, 
Gy 4; Pr Par Pr Pr ($ 1, ©). 

Andererseits lassen sich durch die vier Parameter «,, &, «;, «, (oder 
durch vier andere, aus ihnen linear zusammengesetzte) die 9 Üoeffieienten 
An (m, n=1,2,3) einer orthogonalen Substitution mit der Determinante +1 
und ebenso durch £,, Pa, Ps, P, die 9 Coeffieienten 5b, (m,n = 1,2,3) einer 
zweiten ebensolehen Substitution ausdrücken ($ 1, C,). 

Dadurch werden den 16 Coefficienten g, (,j = 1,2,3,4) zweimal 
9 Coefficienten a,,, dy„ (m,n = 1,2,3) zugeordnet. Zu diesen gehören die 
durch (1.) definirten Differentialgrössen p,, o,, welche, um die Parameter, von 
denen sie abhängen, in Evidenz zu setzen, mit p,(«), v,(o); pP). e,(P) 
bezeichnet werden mögen. Entsprechend führe ich die zu g, (i,j= 1,2, 3, 4) 
gehörenden Differentialgrössen p,,, v, (r,s=1,2,3,4) durch die Definition 
2) | IPs = —(gudg,+g2dg,;+95:d95;+ 9udgs,), 
| | ge, =  gadgu+gadgp+9dgu+gudg, 
ein, wo 

9 = Iutmitgat9a = Yatget gast ga 
gesetzt ist; die Indices i, j, r, s sind einander ungleich und sollen so ge- 
wählt werden, dass sie durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen in 
die Reihenfolge 1, 2, 3, 4 übergehen, woraus unmittelbar 
Prs = —Prs vo, = —p, 
folgt. 

Zur Unterscheidung werde ich das aus den 16 Üoeffieienten g, ge- 
bildete Orthogonalsystem (g,) ein orthogonales Sechzehnersystem und die aus 
den zweimal 9 Coefficienten a,,, b,„ gebildeten Systeme (a,,), (b,„) ortho- 
gonale Neunersysteme nennen. Ausserdem sollen die beiden Neunersysteme 
(Ay); (On) zum Sechzehnersystem (g,) zugehörig, und die 16 Coefficienten - 
9, nebst den 12 Differentialgrössen p,, ®,, Elemente des Sechzehnersystems 
heissen. 

Indem ich nun diese Differentialgrössen durch die acht Parameter 
@, BP; @=1,2,3,4) ausdrücke, gelange ich zu T'heorem I, nach welchem 
die Differentialgrössen p, und vo, des Sechzehnersystems (g,) sich als 


/ 


Summen und Differenzen der entsprechenden Differentialgrössen p,(e), pı(P); 











(C..) 
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v,(e), v,(P) der zu (g,) zugehörigen Neunersysteme (a,,) und (b,,) erweisen. 
Nachdem ich im zweiten Abschnitt, in Verallgemeinerung der von Herrn 
Caspary für die da,, gefundenen Differentialidentitäten, die analogen Diffe- 
rentialidentitäten für die dg,, aufgestellt habe (Formel 6,.), erschliesse ich 
hieraus und aus Theorem I das Ergebniss, dass auch die Coefficienten 
@,„ und b,, Summen und Differenzen sind (Formel 6,.). Die Glieder, aus 
denen diese Summen und Differenzen sich zusammensetzen, sind die aus 
den Coeffieienten g,, gebildeten Unterdeterminanten zweiter Ordnung, dividirt 
durch einen gemeinsamen Factor. Diese Erkenntniss führt zu T’heorem II, 
wonach die Neunersysteme (a,,) und (b,.) componirte Systeme sind und 
durch Composition des allgemeinen Sechzehnersystems (g,:g) mit einem 
identischen Sechzehnersystem entstehen. 

Zum Schluss entwickele ich für die dg, Differentialidentitäten (G..), 
welche die allgemeine Form erkennen lassen, die man den Differential- 
gleichungen der Drehungsprobleme geben kann. 


I. 


Theorem über den Zusammenhang zwischen den Differentialelementen 
Pr Urs und P,(®); Pn (B); v, («), V, (B). 


Wie Herr F. Caspary*) gezeigt hat, lassen sich die 16 Elemente 
eines orthogonalen Neunersystems durch vier beliebige Grössen &,, &. @, @, 
identisch in folgender Form ausdrücken: 


BI u 
A = m +m+0+0;, 


Aa,= 1—m—0;+0;, Aa, = —2(0,., —4,0,), Aa, = 2 (0,0; +0,05), 
Aa, = 2 (0,04 0304), Aa, = 7 —0+03—0), Aa, = —2(0,0,— 0,035), 
Aa, = —2(0,%;—0,0,), Aa, = 2(0,0,+ 0,05), Ad, = V+n——1,, 


Ap, = 2(a,da,+0,da,— 0,da,— a,da,), 
Ap: = 2(o,de,—a,dae,— 0,de, + 0,de,), 
Ap; = 2(a, de,— o,da, + 0,de,— o,de,;), 
Av, = 2(a,de,— 0,do,;+0;,de,— e,de,), 
Av, = 2(a,da;+0,de,—a;,da, —0,de;), 
Av, = 2(o,de,— o,da, — 0,de,+ a,de;). 





*) Bull. des Sc. math. XIII, p. 90; und Liouville J. (4) VI, p. 370. Aus der a. a. O. 
gegebenen Darstellung folgt die obige, wenn man für die daselbst auftretenden Parameter 
&,, &,, &,, @,, bezw. i(a,—a,), &,+a,, a, —a,, i(a@,-+a,) substituirt. 
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Bezeichnen ebenso «,, A, (i=1,2,3,4) beliebige Parameter, so kann 
man mit ihrer Hülfe die 28 Elemente eines orthogonalen Sechzehnersystems 
identisch darstellen. Die 16 Coefficienten g,„,„ (m,n=1,2,3,4) nehmen, 
nach den Untersuchungen von Herrn F. Caspary*), folgende Form an: 


= Um —P3+04P;, gg rt tmPrteußs, 





/ 2 2 Ä 
92 = — (4, +9P,—0;P,— 0,P3), Ian = aß; — 24 03,9; — 0,4; 
ER | Rn 2 2 
913 = 0,9; + m; +, +rPßs, 953 >= (1,3, —- a — 0,54 4ßı);, 
gu 2 m nt Pr Ph, = mit; uß: 
/ 
Gr) 2 2 
in 2 2 u 2 Ä 2 
= - (5-0; + —rP:), = - (Pd +; —uPh); 
92 = 0,9: + 0 P3+ Pr + a, Ph, 92 = (1, —;ß, + 4Pßr), 
RE /d) / ’) MM 7) “ ' /D N 
93 = +02 — 59; — 4 ß;, 93 = (UP +, —04P5), 
[FE BL 20 > Peuuad 27 7 Pal / 20 5 Fü ok 29 VER = tm +mP; +0, Pr 


Die zugehörigen 12 Differentialgrössen lassen sich gemäss ihrer De- 
finition (2.) und im Hinblick auf (G..) in folgende Gestalt bringen: 
g(puttu) = 2A(PıdP,—P;dP,)+2B(ea,de,—a,de,), 
9(pa+0u) = 2A(P,dP;— P;dP,)+2B(e,da;,— o,de,), 
gPatta) = 2AlP, da, —Prdp,)+2B(e,de,— 0,de,); 
g9(pa+%3) = 2A(PıdP,—P,dP,)— 2B(a,dae,— eo,de,), 
g(Pı+0a) = 2A(Pd3;—P;dP,)— 2B(e,dae,—e,de,), 
g(Prten) = 2A(Pıd9.—PrdP,)—2B(e,de,—0o,de,); 
y(Pu-0u) = 2A(PrdP;—P;dPr)+2B(o,de;, — 0,de,;), 
g(Pa— 04) 2A(P,dP,— P,dP,)+2B(a,de,—o,de,), 
g(P— 9%) 2 A(P;dP,— P,dP;)+2B(ea,de,— 0.,de;); 
g(P3— 9) 2 A( Pdf; — P,dP;)— 2B(a,da,—0o,de,), 
(Pa —%;,) 2A(P,dP,— P,dP,)—2B (a,da,— o,de,), 
g(pa— Pd) 2 A(P;dP,— P,dP;)— 2B(a;,de,— o,de,;), 


\ 


I 


I 


wo 
s ») be av) 
A=230u, B=>5Pß, 
vl v=l 


*, Vgl. F. Caspary, Zur Theorie der Thetafunctionen mit zwei Argumenten. Dieses 
Journal Bd. 94, S. 75; und F. Caspary, Sur une nouvelle maniere d’etablir les relations 
algebriques qui ont lieu entre les fonctions hyperelliptiques de premiere espece. Ann. 


de !’Ec. Norm. (3) X, p. 290, 293. 
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gesetzt ist. Dabei besteht die Beziehung 
g= AB. 


Vergleicht man diese Darstellung der Grössen p,,, v, mit derjenigen der 
Grössen p,(e), p,(P); v,(e), v,(P) in (C,.), so erkennt man das 


Theorem I*). 


Die Differentialgrössen p,., v,, des allgemeinen Sechzehnersystems sind 
mit den entsprechenden Differentialgrössen p,(e), v,(e); p,(P), v.(P) 
der beiden zugehörigen Neunersysteme linear wie folgt verknüpft: 


2p4»= Ple)+P(P), 2u.= vl )te(P), 
2pa= Pr(e)+Pp:(P), 204,= vle)+V:(P), 
2pa= Psle)+P:(P), 20, = v;(e)+%;(P), 
2P3 = —-Ppı(e)+Ppı(P), 203 = —vı(la)+0,(P), 
2p1 = —Pxla)+px(B), 20, = —0,(0)+2,(9) 
2p» = —-Ps(@)+P3(P), 20, = —d;(@)+%;(P). 


Dieses Theorem setzt in Evidenz, dass sich jede Identität, welche 
zwischen den Differentialgrössen eines orthogonalen Neunersystems besteht, 
unmittelbar in eine solche für die Differentialgrössen des zugehörigen ortho- 
gonalen Sechzehnersystems umsetzen lässt. 


Il. 


Algebraische und Differential-Identitäten zwischen den Elementen eines orthogonalen Sechzehnersystems. 


Zwischen den Elementen eines orthogonalen Neunersystems besteht, 
wie Herr Caspary gezeigt hat**), das durch seine Einfachheit ausgezeichnete 
System von Differential-Identitäten: 





f 
da,, = a,,P, AP. = — A,,%;+ 43,05, 
WWPIBTE 
(C;.) da,, = 43,P, AP, = — Ay,%ı +4,05, ( 2 3, ) 
yi 
 da,, = 4,,P,— 4;,P; = — 4,0 +4,01, 


*) Dieses Theorem hat der Verfasser bereits in der Arbeit „Ueber ein allgemeines 
aus Thetafunctionen von zwei Argumenten gebildetes Orthogonalsystem und seine Ver- 
wendung in der Mechanik“ (vorgelegt von Herrn Fuchs) Sitzungsber. der Berl. Akad. 
S. 1023— 1030, 30. Juli 1896 ohne Beweis mitgetheilt. 

**) Liouvslles Journal (4) VI, p. 377. 
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aus welchen die ferneren Identitäten *) 


I Pı 4,,%, +4,04 43,05, 


(G;) 


hervorgehen. 

Entsprechende Identitäten existiren zwischen den Elementen eines 
orthogonalen Sechzehnersystems. 

Aus den Bedingungen der Orthogonalität 


a,,Pıt4,.P2 + 4,3P; 


\ 


lv, 


Iat9at+9s+94 = 9; 
9agınt 929RTt I3Iat 9aI — () 


gewinnt man nämlich durch Differentiation und wegen der Definition (2.) 


Go 


das folgende wichtige System von Differentialidentitäten: 


dg:; = 91,;Prst IırPs + Iı1s Pr = — Ir Ida udn, 
dg;; == 935 Prst IrPs +93, Pir = —Isdı2 ud ut, 
dg;, — 93;Prst IsrPs +95P; — 94,927 9ı%2 au; 


2 EN ' ; kn 
dg;, = QyPrst IPs + Is Pir = — Ida — Jardı3 Ida). 


(G;) 





Dabei sind die Indices i, j, r, s wie oben zu wählen, d. h. derart dass sie 
durch eine gerade Anzahl von Permutationen in die Reihenfolge 1, 2, 3, 4 
übergehen. Aus (6,.) fliessen weiter die Identitäten: 


? ei 23 m 31 = 12 m 14 24 . 2 
Pr = I tut gs dat gi; %at gi; 05 + 9; 9% + gi; Ca, 
gr, = Put hPpat grPps4t apa t Yapsıt gapı>: 


wobei zur Abkürzung 


(3.) VER — I; II 
gesetzt ist und die Indices i, j, ©, j, ebenso wie die Indices ö,j, r, s, aber 
unabhängig von diesen zu wählen sind. Benutzt man die bekannten Rela- 
tionen zwischen den Unterdeterminanten zweiter Ordnung einer Determinante 


*) l. c. p. 378. 
**) Das eine dieser beiden Systeme findet sich auch bei W. Frahm, Ueber gewisse 
Differentialgleichungen. Math. Ann. Bd. 8, S. 57, und ein specieller Fall desselben bei 
G. Landsberg, Zur Theorie der Krümmungen eindimensionaler, in höheren Mannig- 
faltigkeiten enthaltener Gebilde. Dieses Journal Bd. 114, S. 335— 344, 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 3. 30 
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vierter Ordnung: 


(4.) gi = Wer 
so gehen die obigen Identitäten über in 


14 


du 24 34 14 24 34 
| Pr = Irsduat gr dat 950344 gi; 0% +9; %+ 9; 012, 


i U ge,. u aPpıt gap t apa t guPaa + 94Psı + gaPpı2- 


Ich benutze diese Identitäten zunächst, um weitere algebraische Iden- 
titäten aufzustellen. Durch Subtracetion und Addition gewinnt man aus 
(&;.), mit Rücksicht auf 'T'heorem I: 


( gpı(e) = (95 —95)01(e) +(9, —9)02(@) + (95 -9)03(0), 
9P(P) = (+++ RlA)+ eg +) RP); 





(9.) | : « 
ge,(e) = (H-gia)pı(e) + ga g)Pp2(®) + ga g)Pp: (a), 
ge,(P) us tee +et edel td), 

wo für 


h=1 ,,. nl, 2 3, 
h=2 ,jns=2, 4 3,1, 
h=3 , 5,3, 4,1, 2 
zu wählen ist. 
Eine Vergleichung der Identitäten (5.) mit (C;.) lässt eine Proportio- 
nalität zwischen den in (5.) auftretenden Summen und Differenzen von 
Unterdeterminanten zweiter Ordnung einerseits und den Coefficienten der 


beiden zum Sechzehnersystem gehörigen Neunersysteme andererseits er- 
kennen. Es wird 


14 


| g4ı, TOR 95 — Ir gb,. - 9; +9, 
(6.) I ga, = 95 — 9, gb„= 9, +9: 
94, = 9, — 0, gb, = 9, +9. 





Unter Hinzuziehung der Definition (3.) übersieht man unmittelbar, dass die 
„„ sowohl wie die b,. componirte Systeme darstellen, Systeme, die durch 
Composition des in Rede stehenden Sechzehnersystems g,:9 (i,j=1,2,3, 4) 
mit dem identischen Sechzehnersystem 


a 
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94 +93 392 9; 
+9 94 +9u 98: 
+ 9% +94 94 9»; 
I 92 93 94 
hervorgehen. Dabei ist das obere bezw. untere Zeichen zu wählen, wenn 
die a,, bezw. b,,„ zu componiren sind. 


Berücksichtigt man noch die Determinantenrelationen (4.), so gelangt 
man, in Verallgemeinerung der Identitäten (G.), zu dem 


T'heorem Il. 


Die Coefficienten des allgemeinen Sechzehnersystems (g,) sind mit 
den Coefficienten der beiden zugehörigen Neunersysteme (a). (b,.,) 


derart verknüpft, dass die letzteren durch Composition des Sech- 
zehnersystems (g,,;:g) mit einem der vier identischen Sechzehnersysteme 


I4 +93 +92 —9a; 
+93 9a +9a ge 
+92 E39 94a 79 
gu 9:2 9:3 I 
entstehen. Dabei kommt das obere Zeichen dem ersten, das untere 
dem zweiten Neunersystem zu. 

Nebenbei ergeben sich hieraus interessante Folgerungen für die 
36 Unterdeterminanten zweiter Ordnung einer Determinante vierter Ord- 
nung, zZ. B.: 

Die 18 ungleichen Unterdeterminanten zweiter Ordnung einer 
Determinante vierter Ordnung lassen sich zu 2.9 so anordnen, dass 
die Summen und die Differenzen von je zwei die Coefficienten zweier 
orthogonaler Neunersysteme bilden. 

Daraus folgt ohne weiteres die Anordnung der 36 Unterdeterminanten 
zweiter Ordnung einer Determinante vierter Ordnung zu einem Orthogonal- 
system mit 36 Coeffieienten *). 

Die Identitäten (G;.) lassen sich zweitens zur Aufstellung weiterer 
Differentialidentitäten verwenden, aus denen ich die folgenden wegen ihrer 


*) Wie sich diese Beziehungen auf Determinanten höherer Ordnung verallgemeinern 
lassen, gedenke ich demnächst mittheilen zu können. 


30* 
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Bedeutung für die Mechanik hervorhebe. Aus der Definition der Grössen 
pP, und vo, fliessen durch Differentiation und unter Anwendung von (6G;.) 
die Identitäten: 


/ 4 ; 

dgp, = PsPi + PrPa)— na Im U Gr; 
(G,.) 
dgv,, . gv,. U; +9 27 v,)— > Ind Im 


m=1 


wo i, j, r, s wie oben zu wählen sind. Man kann ihnen noch die Gestalt: 





. 2 2 
dg(p; tP») = y(Ppr- tPpı)(Pps EP) 63 Ger gm EImil Ins); 
(G;.) ” 





+ 
dg (©, + v,,) u go. +pv,) (v, +p,,) (g,.d Im gim U’ gn); 


geben. Hieraus folgt mit Rücksicht auf T’heorem I: 
’ 2 2) 
| dgpı(e) = gPÄJPÄN)+ EZ Gud’In;—gard’ In); 


dgp,(P) = gRB)Pıe)- End gast gm gr); 
(64) ; 
dgv,(e) = gur( Jul) + (Gimd’g— Irmd’gun); 





dgv,(P) == gv,.(P) v,(o) = (gndgantgmd gan): 


wo den früheren Festsetzungen gemäss für 


h, k,i=1,2, 5, ui r,s=1,4 2,5, 
2,31, 2,431 
3,12, 412 


zu wählen ist. 

Die Identitäten (&,.) und (6,.) lassen die Form erkennen, in welche 
sich die Differentialgleichungen aller Probleme bringen lassen müssen, 
welche sich auf die Drehung beziehen. Diese Bemerkung hat, ausser 
durch die Jacobischen Arbeiten, bereits ihre Bestätigung durch die Ar- 
beiten der Herren Hermite*), W. Frahm**), H. Weber***), A. Wangerin), 


*) Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris 1885. 
**) Ueber gewisse Differentialgleichungen. Math. Ann. Bd. VIII, S. 35 —44. 
***) Anwendung der Thetafunctionen zweier Veränderlichen auf die Theorie der Be- 
wegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Math. Ann. Bd. XIV, S. 184, 186. 
7) Ueber die Rotation mit einander verbundener Körper. Univers. Schr. Halle 
1889, S. 16, 17. 
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1 F. Caspary*), F. Kötter**), F. Schottky***) und YV. Volterra +) er- 
) | fahren FF). 





*) Sur une methode elementaire pour etablir les equations differentielles dont les 
fonetions theta forment les integrales. C. R. CXII, 1120—1123, 1891. 
Sur deux systemes d’equations differentielles dont les fonctions hyperelliptiques 
de premiere espece forment les integrales. ©. R. CXII, 1305—1308, 1891. 
**) Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Sitzungsber. der 
Berl. Ak. 1891, S. 47—56; dieses Journal Bd. CIX, S. 59. 
***) Ueber das analytische Problem der Rotation eines starren Körpers im Raume 
von vier Dimensionen. Sitzungsber. der Berl. Ak. 1891, S. 227—25 
T) Sulla rotazione di un corpo in cui esistono sistemi policiel 
XXIV, p. 29—58. 
TT) Die vollständige Lösung des von den Herrn Wangerin und Volterra behandelten 
dynamischen Problems hoffe ich in Kürze veröffentlichen zu können. 


) 
IC 


I. Ann. di Mat. 

















Ueber die Zurückführung der Divisorensysteme 


auf eine reducirte Form. 
(Von Herrn Kurt Hensel.) 





$1. 


In der elementaren Zahlentheorie, wie sie von Gauss begründet worden 
ist, wird das Grössengebiet der rationalen Zahlen untersucht, es werden die 
Beziehungen aufgestellt, welche zwischen seinen Elementen bestehen, und 
diese Elemente in ihre einfachsten Bestandtheile zerlegt. 

Die nächstliegende Erweiterung der Zahlentheorie ist die, dass man 
von dem Gebiete der rationalen Zahlen, zu dem der ganzen ganzzahligen 
Funetion von einer oder von beliebig vielen Variablen (x, y, 3,...) übergeht, 
denn in jenem einfachsten Falle, erhält man das Gebiet aller rationalen Zahlen, 
wenn man die Einheit beliebig oft mit sich selbst durch die elementaren Rechen- 
operationen der Addition, Subtraction, Multiplication und Division verbindet, 
während man alle jene Functionen erhält, wenn man die gleichen Opera- 
tionen auf die Variablen (z,y,2,...) anwendet. Ebenso wie im Gebiet 
der Zahlen nur die ganzen Zahlen betrachtet zu werden brauchen, kann 
man in jenem erweiterten Gebiete die Untersuchung auf die ganzen ganz- 
zahligen Functionen von (z,9%,2,...) beschränken, da jede gebrochene 
Function als Quotient zweier ganzen Functionen dargestellt werden kann. 
Die Gesammtheit aller dieser ganzen Grössen soll durch [1, x, y, 3, ...], 
die Gesammtheit aller ganzen Zahlen speciell durch [1] bezeichnet werden. 

Jede Grösse A des Bereiches [1,x,...] kann nun auf eine und nur 
eine Weise in irreductible oder Primfactoren zerlegt werden, und man kann 
jene Zerlegung stets durch eine endliche Anzahl von Versuchen bewirken*). 
Während aber für den Zahlenbereich [1] jene Primzahlen wirklich die ein- 


*) Vgl. Kronecker: Die Zerlegung der ganzen Grössen eines natürlichen Rationalitäts- 
bereiches in ihre irreductiblen Factoren Bd. 94 S. 344—348 dieses Journals. 
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fachsten Elemente sind, ist dieses für die höheren Bereiche, sogar schon 
für den nächsthöheren [1, x] der ganzen ganzzahligen Functionen von einer 
Variablen keinesweges der Fall, sondern zwei Grössen können sehr wohl 
etwas gemeinsames haben, ohne dass sie einen gemeinsamen Theiler in 
diesem Sinne besässen. So haben, um nur ein einfaches Beispiel anzu- 
führen, die drei ganzen Grössen (@’+4x+3, 22°—2r+1, ©&’+8x2+9) keinen 
Theiler, wohl aber die Eigenschaft gemeinsam, dass sie durch die beiden 
Elemente (1+2z, x’+1) homogen und linear mit ganzen Coefficienten dar- 
gestellt werden können, denn es bestehen die Gleichungen 


x +42+3 = 2(1+2r2)+ (2’+1), 
22° —-2cH+1 — (1+22)+2(2°+1), 
z2+82+5 = 4(1+22)+ (+1). 


( 


Giebt man der Variablen z den speciellen Werth = Y-—1, so ergiebt 
sich hieraus, dass die auf der linken Seite stehenden Ausdrücke alsdann 
den complexen Primfactor 1+2i gemeinsam haben, und indem man auch 
bei höheren Problemen dieser Art für x die Wurzel einer algebraischen 
Gleichung einführt, gelangt man unmittelbar zur Theorie der algebraischen 
Zahlen und der idealen Theiler, welche seit Kummer die Algebra und die 
Zahlentheorie in gleicher Weise mächtig gefördert hat. 

Erst in neuerer Zeit hat aber Leopold Kronecker darauf hingewiesen, 
dass man jene Theorie in einem viel weiteren Umfange nämlich für das 
(Gebiet beliebig vieler Variablen umfassen und beherrschen kann, wenn 
man den Veränderlichen keine speciellen algebraischen Werthe beilegt, 
sondern in rein arithmetischer Behandlung untersucht, was einem System 
von ganzen Grössen F,, F., ..., F, eines Bereiches [l, x, y, z,...| gemein- 
sam ist. Durch diese Aufgabe wurde Kronecker auf den Begriff der Divi- 
soren- oder Modulsysteme geführt, indem er jene Functionen zu einem 
Modulsysteme 


AM) = (F, Fu... R,) 


zusammenfasst, und eine Grösse F durch (M) theilbar nennt, wenn sie in 


der Form 
F = aF,+WwF,+--+u,F, 


dargestellt werden kann, worin %,, ..., %, ganze (srössen des Bereiches 
sind. Indem Kronecker diese Systeme (M) zu den ganzen Grüssen des Be- 
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reiches [l,z,...] hinzunimmt, gelangt er zu einer vollständigen und er- 
schöpfenden rein arithmetischen Theorie jener Grössen, welche es ermög- 
licht, das beliebig vielen unter ihnen Gemeinsame, ihren grössten gemein- 
samen Theiler, vollständig und in der einfachsten Weise darzustellen und 
so jene höheren Grössengebiete wörtlich ebenso zu behandeln, wie dies in 
der Zahlentheorie mit den Elementen des Gebietes [1], den ganzen Zahlen, 
geschieht. So haben z. B. jene drei Functionen das Modulsystem (1+2x, &’+1) 
gemeinsam und in ähnlicher Weise kann für das Gebiet [1, x] die T'heorie 
der Ideale durch die der Divisorensysteme (F,(z),...., F,(z)) ersetzt werden. 

Von zwei Divisorensystemen (F,,..., F,) und (@,,..., @,) ist das erste 
durch das zweite theilbar, wenn jedes seiner Elemente F, durch (@,,..., @,) 
in dem oben angegebenen Sinne darstellbar ist. Ist sowohl das erste System 
durch das zweite, als auch das zweite System durch das erste theilbar, so 
heissen jene Systeme äquivalent, weil in allen Fragen der Theilbarkeit das 
eine durch das andere ersetzt werden kann. Eine der wichtigsten Fragen 
in diesem Gebiete ist nun die, wirklich zu entscheiden, wann zwei Divi- 
sorensysteme äquivalent sind; diese Frage ist dann beantwortet, wenn man 
jedes System in ein eindeutig bestimmtes äquivalentes System überführen 
kann; denn kann man ein derartiges sog. reducirtes System finden, so lautet 
die Antwort auf diese Frage einfach: zwei Systeme (F;) und (@,) sind dann 
und nur dann äquivalent, wenn die zugehörigen reducirten Systeme identisch 
sind. Kronecker selbst hat sich mit dieser Frage eingehend beschäftigt, ja 
man kann wohl sagen, dass die hierauf bezüglichen Untersuchungen die 
letzten seines Lebens gewesen sind, denn ihre Resultate hat er in den 
Decembervorlesungen des Jahres 1891 unmittelbar vor seinem Tode zum 
ersten Male bekannt gegeben. 

Kronecker hat in diesen Vorlesungen nur den Bereich [1, x] be- 
handelt, und die Divisorensysteme (F,,..., F,) desselben auf eine einfache 
Form gebracht, welche jedoch nicht die redueirte ist. Nur für die Systeme 
(p, F,, ..., F,) und (p‘, F,, ..., F,), welche eine Primzahl oder das Quadrat 
einer solchen unter ihren Elementen enthalten, ist es ihm gelungen, eine 
solche Form anzugeben und sie als redueirte zu erweisen. Bei der Vor- 
bereitung jener Vorlesungen für den Druck suchte ich seine Untersuchungen 
weiter zu führen, und es gelang mir, diese Frage vollständig zu lösen. 
Diese Untersuchungen sollen in dieser und einer späteren Abhandlung durch- 
geführt werden. Ich werde hier die elementarsten Sätze über die Divisoren- 
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systeme, welche in der Kroneckerschen Festschrift (dieses Journal Bd. 91 $ 21) 
bewiesen worden sind, als bekannt voraussetzen. 


S 2. 
Es sei 

Ba, Parc P,) 
ein beliebiges Divisorensystem des Bereiches [1l,x,y,...|, dessen Elemente 
F.(x, 9, ...), Fı(z, y, ...)... erforderlichen Falles als relativ prim im gewöhn- 
lichen Sinne des Wortes vorausgesetzt werden können. Sind nämlich alle 
jene Elemente durch eine Funetion F,(z, y,...) theilbar und ist allgemein 
F;,= F,.f;, so ist offenbar 


\ 7 IN -FAlf \ 

Br, VIE) LT, +5 fu): 
und es ist nur noch jenes zweite Divisorensystem (f....,f,) weiter zu 
untersuchen. Ein solches Divisorensystem (f,, ..., f,), dessen Elemente relativ 


prim sind, soll im Folgenden kurz ein primitives System genannt werden. 

Ist nun (M) ein ganz beliebiges Divisorensystem, so erhält man alle 
und nur die durch dasselbe theilbaren Grössen F, wenn man in dem AÄus- 
drucke 

F= uF,+%F,-+--+u,F, 

die Coeffieienten %,, ..., #, unabhängig von einander alle ganzen Grössen des 
zu Grunde gelegten Bereiches [1, x, y, ...) durchlaufen lässt; so ergiebt sich ein 
Bereich von unendlich vielen durch (M) theilbaren ganzen Grössen, welcher 
durch (F) bezeichnet werden möge, und dessen Individuen sich durch die 
Operationen der Addition und Subtraction wiedererzeugen. Derselbe umfasst 
stets einen Theil des ganzen Bereiches [1.x,y...] und fällt dann und nur dann 
mit diesem zusammen, wenn er die Zahl Eins enthält, weil in ihm dann auch 
alle Multipla von Eins, oder also alle Grössen von [1, x, y, ...] enthalten sind. 
Allgemeiner ist von zwei Systemen (F,,...,F,) und (@,,..., @,) das zweite 
ein Thheiler des ersten, wenn der Bereich (F) einen Theil von (@) bildet, 
und beide Divisorensysteme sind äquivalent, wenn (F) = (@) ist. 

Greift man nun aus dem zu (F,,..., F,) gehörigen Gebiete (F) eine 
beliebige Anzahl von Elementen (F,,..., F,) willkürlich heraus, so ist das 
aus ihnen gebildete Modulsystem (M) stets ein Vielfaches von (M), weil 
alle seine Elemente durch (M) theilbar sind. 

Der Gedanke, welcher der hier anzugebenden Reduction jener Modul- 
systeme auf eine kanonische Form zu Grunde liegt, ist nun der, dass man 

Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 5. 31 
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aus (F) eine Anzahl eindeutig bestimmter Elemente (2,®,,...,2,) so her- 
ausgreift, dass das aus ihnen gebildete Modulsystem nicht nur durch (M) 
theilbar, sondern äquivalent (M) ist; dann besitzt jenes System nothwendig 
eine redueirte Form, da es dann nicht von der speciellen Gestalt von (M) 
sondern nur von dem zugehörigen Bereiche abhängt; zwei äquivalente 
Systeme besitzen alsdann dieselbe redueirte Form, da sie denselben Bereich 
(F) bestimmen. 

Diese Methode werde zuerst an dem einfachen Beispiele des Bereiches 
[1] der ganzen Zahlen erläutert. Für jedes Divisorensystem (F,,..., F,) mit 
beliebigen ganzzahligen Elementen besteht dann zunächst die Aequivalenz: 


(1.) (Fr... B)= Felfy ou PR): 


wo F, den grössten gemeinsamen Theiler aller Elemente F, bedeutet und 
fis +++, f, ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind. Um nun das 
primitive System (fi,...,/,) auf seine kanonische Form zu bringen, be- 
trachte ich den Bereich (f) aller durch dasselbe darstellbaren Zahlen: 


f = ufhtwfh++tuf,; 
und es sei 
fh = af tof + +ta,f, 
die kleinste Zahl jenes Bereiches. Dann muss f, nothwendig ein gemein- 


samer Theiler aller » Elemente f; sein, denn ist allgemein f; der kleinste 
Rest der Division von f; durch f,, so gehört auch jede dieser Zahlen, wegen 
der Gleichung 
fi = k-hfo, 
dem Bereiche (f) an, muss also, da sie kleiner als f, ist, nothwendig gleich 
Null sein. Da aber die Elemente f; theilerfremd vorausgesetzt waren, so 
ist „=1. Da somit der Bereich des Systemes die Zahl Eins enthält, so 
ist dieses, also auch jedes primitive ganzzahlige System, äquivalent Eins, und 
aus der Aequivalenz (1.) folgt unmittelbar der Satz: 
Im Gebiete der ganzen Zahlen ist jedes Modulsystem (F,,..., F,) 
einer Zahl F, äquivalent, nämlich dem grössten gemeinsamen 
Theiler seiner Elemente; für dieses Gebiet ist daher die Einführung 


der Divisorensysteme überflüssig. 


Es sei jetzt (M) = (F'’ (x), ..., F*’(x)) ein beliebiges Divisorensystem 
im Bereiche [1, x] der ganzen ganzzahligen Functionen von x. Auch hier 





ed 
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kann und soll dasselbe von vorn herein als primitiv, d. h. seine Elemente 
als theilerfremd vorausgesetzt werden. Jedes Element F,(z) des zu (M) 
gehörigen Gebietes (F) kann dann als das Product aus einer ganzen Zahl d, 
dem Zahlentheiler und einer primitiven Funetion f,(z), ihrem primitiven 
Factor, also in der Form F,(x) = df,(x) dargestellt werden. Hier kann 
man nun aus dem Gebiete (F) sowohl ein Element mit möglichst kleinem 
Zahlentheiler, als auch ein solches herausgreifen, dessen primitiver Factor 
von möglichst niedrigem Grade ist, und da diese beiden Elemente im all- 
gemeinen nicht zusammenfallen, so sind die primitiven Modulsysteme dieses 
Bereiches im allgemeinen nicht äquivalent Eins. 

Es sei nämlich F,(x) zunächst ein Element von (F), dessen Zahlen- 
theiler d, möglichst klein ist; dann muss d, ein gemeinsamer Divisor aller 
übrigen Zahlentheiler des Bereiches (F) sein. Ist nämlich F,(=) irgend 
ein anderes Element, so gehört auch die Function 

F,(x)+=’F,(z) 

für jedes ganzzahlige A demselben Bereiche an, und ihr Zahlentheiler ist 
gleich dem grössten gemeinsamen Divisor von d und d,, wenn nur 4 grösser 
als der Grad von F,(x) angenommen wird; und da d, bereits der kleinste 
Zahlentheiler des Bereiches sein sollte, so muss in der T'hat d, in d ent- 
halten sein. Da aber die Elemente (F",..., F“) von (M) relativ prim 
sind, also auch keinen gemeinsamen Zahlentheiler besitzen, so ist d, gleich 
Eins, also F, (x) = F,(z) eine primitive Function. Jedes primitive Divisoren- 
system des Bereiches |1, x] enthält also mindestens ein primitives Element. 

Es sei nun zweitens 

F,(z) = 0d.fy(«) 
ein Element von (F) von möglichst niedrigem Grade in x. Dann zeigt 
man ganz ebenso, dass sein primitiver Factor fs(z) ein gemeinsamer 
Thheiler aller Elemente des Bereiches (F), speciell also von (F"’,..., F“) 
sein muss. Ist nämlich F(x) ein beliebiges Element des Bereiches (F) und 
sucht man den Rest, den F(x) nach Division durch F,(x) lässt, so besitzt 
dieser sowohl als auch der Quotient im allgemeinen gebrochene Zahleneoet- 
ficienten. DBeseitigt man aber die Nenner durch Multiplieation mit ihrem 
kleinsten Vielfachen r, so erhält man eine Gleichung: 


R(z) = r.F(x2)—-i(z)F,(r), 
in welcher A(x) und AR(x) ganzzahlige Functionen von x bedeuten, und 
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R(x) von niedrigerem Grade als F,(z) ist. Da aber wegen dieser Glei- 
chung AR(x) zum Bereiche (F) gehört und von niedrigerem Grade sein soll 
als F,(x), so muss AR(x) nothwendig gleich Null sein, da sonst F,(x=) nicht 
die Function des niedrigsten Grades in (F) wäre, und aus der dann aus 
(3.) sich ergebenden Gleichung: 
rF(x) = 4(z).d.fy(z) 
folgt ohne weiteres, dass f5(z) ein Theiler der beliebig aus (F) heraus- 
segriffenen Function F(z) is. Da aber andererseits F’(x), ..., F“) (x) 
relativ prim angenommen waren, so muss fy(z)=1, also F,(z)=d d.h. 
gleich einer ganzen Zahl sein, und hieraus in Verbindung mit dem vorher 
gefundenen Resultate ergiebt sich der Satz, welcher in der oben erwähnten 
Vorlesung von Kronecker auf ganz andere Art hergeleitet wurde: 
Jedem primitiven Modulsysteme des Bereiches [1,2] kann man 
ohne es im Sinne der Aequivalenz zu ändern eine ganze Zahl 
und eine ganze Function von x ohne Zahlentheiler hinzufügen. 


8 3. 


Der am Ende des vorigen Abschnittes gefundene Satz giebt nun das 
Mittel, ein Divisorensystem in das Product einer Anzahl von einfacheren 
Systemen zu zerlegen. Hierzu führt folgender Hülfssatz, der eine leichte 
Verallgemeinerung eines von Kronecker aufgestellten ist: Ist (F, F,,..., F,) 
ein beliebiges Divisorensystem und ist 


(1.) F= FF, mod.(F,..., F,), 
während die beiden Factoren F,, F, relativ prim sind, so dass also 
(2.) (F,F,F,..„A)el 


ist, so besteht die Aequivalenz: 

(3) (F, Fu :.:,F)@ (FF Fu. F)® (Fu Fr: FI(Fu Fu... Fo) 
Multiplieirt man nämlich das Product auf der rechten Seite von (3.) aus, 
so ergiebt sich: 

(4.) (F, F)(F, FR) (KF,, FF, FF, FF). w+=13..0 
Andererseits folgt, wenn man die Aequivalenz (2.) auf beiden Seiten mit 
(F,..., F,) multiplieirt: 

(E,F, FR, FR) = (F, ..., F)). 
und hieraus folgt in der That, dass die rechte Seite von (4.) äquivalent 
(F,F\, Fi, ..., F,) oder äquivalent (F, F,,..., F,) ist. 








—. — 
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Es sei nun m die kleinste durch das Modulsystem (F,,..., F,) dar- 
stellbare ganze Zahl, welche demselben also ohne es im Sinne der Aequi- 
valenz zu ändern hinzugefügt werden kann, und 


m = p’g’...r’ 
ihre Zerlegung in Primfaetoren; dann besteht nach dem eben bewiesenen 
Satze die Aequivalenz: 
(Fe. F) (m, F..F)e (p%, F..F)(g, F..F)..(, F..F); 
es sind demnach nur noch die speciellen Divisorensysteme (p“, F,...F,) 
weiter zu untersuchen, deren Zahlenelement eine Primzahlpotenz ist. 
Um nun diese in noch einfachere Klemente zu zerlegen, sei jetzt 
F,(x) eine primitive Function von möglichst niedrigem Grade, welche 
das System: 
(M,) = (p‘, F....F,) 
nach dem am Schlusse des vorigen Abschnittes bewiesenen Satze stets ent- 
hält, welche demselben also zugefügt werden kann, und es werde F,(z) 
in ihre modulo p irreductiblen Factoren zerlegt. Die so sich ergebende 
Congruenz 
F(@) 
vertritt eine Gleichung: 


P’P,....P," (mod.p) 


l 


F, = P‘...P®—pF, 


welche, da F, das Modulsystem (M,) enthält, auch folgendermassen als 
Congruenz für jenes System geschrieben werden kann 


a Bi ’ a Y pr 
P..Pı =pF mod.(p‘, F....F,); 
erhebt man aber diese zur aten Potenz und beachtet, dass alsdann die 


rechte Seite durch (M,) theilbar wird, so folgt 
P’.Pr.P,"=0 (mod.d,). 


Man kann also anstatt F, auch das Product P'*.P‘“... unserem System zu- 
fügen und mit Benutzung des im Anfange dieses Abschnittes bewiesenen 
Satzes ergiebt sich die weitere Zerlegung: 
a nn Aa aan a y y DEN f A a] y ao 7, 
(p‘, F..Fus P u )  (p°, FF 4 J+\P > Pi Pas r ). 
Man braucht also jetzt nur die Systeme 
a hl r #1 
rn) 


weiter zu betrachten, wenn P’ die niedrigste Potenz von P ist, welche in 
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dem Modulsysteme (p“, F,...F,, P“) enthalten ist, und man erhält hiernach 
den wichtigen Satz: 
Jedes Modulsystem (F,...F,) ist äquivalent einem Producte ein- 


facher Systeme: 
(p‘, F.... F,; P'), 


welche aus dem ursprünglichen dadurch hervorgehen, dass ihm 
die Potenz einer Primzahl p als Zahlenelement und die Potenz 
einer modulo p irreductiblen Function P als primitives Element 
zugefügt wird. 
Im Folgenden brauchen daher nur diese speciellen Systeme weiter 
behandelt zu werden. 


S4. 
Zu der Aufstellung eines zu (M)- (p‘, F....F,, 
redueirten Systemes führen nun die folgenden Betrachtungen: Unter den 
durch (M) theilbaren Functionen giebt es auch primitive, d. h. solche, deren 
Zahlentheiler gleich Eins ist; eine solche Function ist z. B. die Potenz P. 
Es sei nun &,(z) eine derartige Function von möglichst niedrigem Grade 


und es sei dieser Grad gleich »,. Dann besitzen alle Elemente des Be- 


P') äquivalenten 


reiches (F) von niedrigerem als dem »,ten Grade einen Zahlentheiler, und 
es sei für den Augenblick d der grösste gemeinsame Zahlentheiler aller 
jener Elemente. Dann muss d nothwendig eine Potenz von p also etwa 
gleich p“ sein; denn besitzt eine Function F(x) den Theiler cp“, wo c die 
Primzahl p nicht mehr enthält, und ist ce’ so bestimmt, dass: 
cc = 1 (mod.p“) 

ist, so besitzt die Function e' F(x) den Theiler p“ allein, also kann d keinen 
Primfactor ausser p enthalten. Unter den soeben betrachteten Elementen 
giebt es dann aber auch solche, welche genau durch jenen gemeinsamen 
Divisor p“ theilbar sind, und es sei ?,(z) eine Function dieser Art, deren 
Grad », wieder möglichst klein ist. Dann ist », <r und d, >0, denn 
sonst wäre ja P?,(x) entgegen unserer Voraussetzung ebenfalls primitiv. 
Alle Elemente des Bereiches (F) von niedrigerem als dem »,ten Grade be- 
sitzen dann einen Zahlentheiler, welcher durch eine höhere als die d,te 
Potenz von p theilbar ist. Es sei weiter p” ihr grösster gemeinsamer 
Theiler und 2,(x) eine solehe Function des Bereiches (F), welche genau 
p“ enthält und deren Grad », möglichst niedrig ist. In derselben Weise 








h 
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kann man fortfahren, und da die Grade n,, 7,, ... eine abnehmende Reihe 
bilden, so gelangt man zuletzt zu einer Function ?,(z) vom nullten Grade, 
deren Zahlentheiler p®” ist, d. h. jene Function ist selbst gleich p”, und 
zwar ist p” =p“, weil dies ja die niedrigste zum Bereiche (F) gehörige 
Potenz von p war. Man erhält auf diese Weise eine Reihe von (v-+1) 
Functionen 
Dil), Plz), .:., 2) 
des Bereiches (F), deren Grade 


N). N,, . . .. N, 


eine abnehmende Reihe bilden, während », = 0 ist, und von deren Zahlen- 


theilern 
dı d, 


Be ren F 
der erste gleich 1 und jeder ein T'heiler des folgenden ist. 

Offenbar ist das aus diesen Elementen gebildete Modulsystem 
(Due), Pilz), ..., P,(z)) durch (M) theilbar, weil seine Elemente alle zu 
(F) gehören, aber man zeigt weiter, dass es äquivalent (M) ist und dass 
man aus ihm leicht eine redueirte Form für (M) herleiten kann. Hierzu 
führt der folgende wichtige Satz: 

Jede der Funetionen 2,(xz) ist von der Form: 


d: N; n:—1 
f t I \ 
(+08 +'"+a,), 
i 


Da) = p"g.le)=p 
d. h. in ihrem primitiven Factor kann der Coefficient der höchsten 
Potenz von z gleich Eins angenommen werden. 

Wäre nämlich jener Coeffiecient nicht Eins, sondern etwa gleich cp*, 
wo e nicht mehr durch p theilbar ist, so könnte zunächst wieder e dadurch 
beseitigt werden, dass man 2,(x) durch e'2,(x) ersetzt, wenn ec die zu e 
complementäre Zahl modulo p* bedeutet. Nun ist unsere Behauptung für 
die letzte Function 2,(x) = p” bereits erfüllt. Um ihre allgemeine Gültig- 
keit zu erweisen, nehme ich an es sei in Uebereinstimmung mit diesem 
Satze: für irgend einen Werth von i 

B,,.() = pa +..., 
aber es sei für die nächstvorhergende !Funetion &,(z) 
Bi) = pi" t- 
und beweise dann, dass o nothwendig gleich Null sein muss, da man anderen- 
falls aus 2,(z) und 2,,,(x) eine andere Function von niedrigerem als dem 
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n,ten Grade des Bereiches (F) herleiten könnte, deren Theiler kleiner als 


p“*' wäre, was mit der Definition von 2,,,(z) im Widerspruch steht. Setzt 
man nämlich: 


\ 


P(x) », (x) N pre -d; 4 Pe u... PD. (z) 
oder 
Pla) = IS) aD, (le), 


— 


jenachdem d,+e — d;,, oder d,+o <-d;,, ist, so ist 7(x) eine Function 


von niedrigerem als dem n,ten Grade des Bereiches (F), denn der Coeffieient 
von x‘ hebt sich in beiden Fällen fort, und ihr Zahlentheiler ist im ersten 


e di; » . 5 d; 11 —o . g* 
Falle genau p ‘, im zweiten genau gleich p '*' *, da beide Male der Minuendus 
genau die angegebene, der Subtrahendus aber eine höhere Potenz von p 


‘ enthält; damit ist der verlangte Beweis voll- 


nämlich bezw. p“'* und p“* 
ständig erbracht. 

Hieraus ergiebt sich aber ohne Weiteres der Beweis des Satzes: 

Jedes Element des Bereiches (F)) enthält auch das Modulsystem 
(Due), Pil@), :.., D,(@)), d.h. dieses ist dem ursprünglichen System 
(p', F....F,, P’) äquivalent. 

Ist nämlich F(x) irgend ein Element von (F), so sei 2,(z) die erste 
Funetion der Reihe &,, 2,, ..., deren Grad », kleiner oder gleich dem 
von F(x) ist. Dann besitzt F(x) nothwendig den Theiler p“, und da 
D,—=p"(x"-+..) ist, so ergiebt sich durch einfache Division von F durch 
PD, eine Gleichung: 

F(z) = 4(z)P,(z)+F(z), 
in der 4,(z) und F,(z) ganze ganzzahlige Functionen bedeuten, und die 
letzte von niedrigerem als dem »,;ten Grade ist. Da diese aber wegen der 
Gleichung 

F(@) = Fla)—A(a)P,(e) 
ebenfalls dem Bereiche (F) angehört, so ist ihr Zahlentheiler mindestens 
eleich p“*' und man erhält durch Division von F,(«) durch 2,,,(x) eine 
neue Gleichung derselben Art: 

Fl) = Aula)Bu(l@)+F:l@), 

wo F;(x) wieder ganz und von niedrigerem Grade als 2;,,(z) ist, und durch 
analoges Fortschreiten erhält man eine Kette ähnlicher Gleichungen, aus 
denen sich ohne Weiteres die folgende Darstellung durch das System 
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(Du, P,,...) und somit der Beweis unserer Behauptung ergiebt: 

F(x) = Ka)Pka) tn) Paar +4(lE)D,le). 

Mit Rücksicht auf diese Darstellung von F(x) durch das System (2,...?,) 
kann man endlich noch den folgenden Satz aussprechen, welcher im nächsten 
Abschnitte benutzt werden wird: 

Eine Function F(x) enthält dann und nur dann das Modulsystem (M), 
wenn sie auch durch das Divisorensystem (2,(z), P, (©), ..., ?,(z)) 
theilbar ist und 2,(x) die erste Function der Reihe 2,(r). P, (x), ... 
bedeutet, deren Grad gleich oder kleiner als der von F(z) ist. 
Enthält F(x) jenes System, so besteht eine Gleichung: 

Fa) = Aa)Ba) +4) B.@) + +4, De) 
in welcher der Grad eines jeden Productes 4,(r)2,(x) kleiner 


als derjenige der nächstvorhergehenden Function ?,_,(x) und der 


1 
=> j 


Grad des ersten Productes A,(r)P,(x) genau gleich demjenigen 
von F(x) ist. 
$5. 
So einfach die im vorigen Abschnitte gefundene Form (2, P,. ..., ?,) 


auch ist, so ist sie doch noch nieht eindeutig bestimmt, denn dieses System 
behält seine Eigenschaften, wenn man ein beliebiges Element 2,(x) durch 
ein anderes D,(z) ersetzt, welches mit jenem durch eine Gleichung: 

Da) = Pl)tan)PBnka)t+hle)P,Ce) 
zusammenhängt; nur sind hier die Coefficienten A4,(z) so zu wählen, dass 
jedes Product 4,2, von niedrigerem Grade ist als 2,(x); denn auch die 
Function 2,(x) ist dann ein Element von (F), dessen Thheiler gleich p" und 
dessen Grad möglichst klein ist. Aber diese einfache Bemerkung giebt 
andererseits ein Mittel um dieses System in ein äquivalentes redueirtes 
überzuführen. 

Ist nämlich 2#,_,(z) irgend ein Element unseres Systemes, so kann 
man dasselbe mit einer solchen Potenz p’ von p multiplieiren, dass das 
Product p’2,_,(x) das aus den folgenden Elementen gebildete Divisoren- 
system (2,(r)...D,(x)) enthält. Da nun alle Elemente von (2, P1,..., 2,) 
mindestens den Theiler p“ enthalten, so muss auch jenes Produet p’®_,(z) 
mindestens durch dieselbe Potenz von p theilbar sein, und da 2,_,(x) selbst 


il 


. d;_ . } . . di—t . 
nur den Zahlentheiler p“' besitzt, so muss p? mindestens gleich p sein, 
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Diese Potenz von p genügt aber auch, denn da das Product p* “-'"&,_,(z) 


ein Element des Bereiches (F) vom Zahlentheiler p“ und vom Grade 
2; > n;, ist, so kann man diese Function durch 2;(z) dividiren und auf 
die im vorigen Abschnitte beschriebene Weise so lange fortfahren, bis man 
eine Gleichung von der folgenden Form erhält: 


(1.) pP B_, (@) = b,®P; (@)+ bir Pıla)+: ++5b,P, (©), 
womit die Behauptung bewiesen ist. In dieser Gleichung sind die Coef- 
ficienten d,, solche ganze ganzzahlige Functionen von x, dass allgemein 
der Grad eines jeden Productes 5,2,(z) kleiner ist als der Grad der vor- 
hergehenden Function 2,_,(x), während der Grad von 5,2,(z) genau mit 
dem von 2,_,(z) übereinstimmt; endlich ergiebt sich durch Vergleichung 
der höchsten Potenz von x auf beiden Seiten von (1.), dass in 5b, der Coef- 
ficient der höchsten Potenz gleich Eins ist. 
Zur Vereinfachung mögen im Folgenden die positiven Zahlen: 


d.—d 


—d_.=e und n_.-n=f; (1,2. 9) 
gesetzt werden, so dass also die Zahlen e,, &, ..., e, angeben, um wieviel 
die Exponenten von p in den Theilern von 2,(z), P,(x), Plz), ..., P,(z) 
zunehmen, und die Zahlen fi, fi, ..., /, um wie viel der Grad in derselben 
Reihe abnimmt. Dann ist allgemein der Zahlentheiler des Elementes 2,(x) 
FF nd ihr Grad n, = fiat +f,_+ fi, und die Gleichungen 


(1.) können folgendermassen geschrieben werden: 


gleich p 


p"P,(&) = b1P,+b»P:+ b3P;+-- +b,P,, 

p"P,(&) b»P,+ b3P;-+ + Da, D,, 

(2.) p"®:; (x) - b3P;+.-+b,,D,, 
p’®P,_ (2) . b,,P, ” 





Hier bilden die Coeffiecienten ein Dreieckssystem 
a a © 
et u: 
ER | PTR er 
ganzer ganzzahliger Functionen von x, in welchem alle Elemente einer 
und derselben Colonne b,,, Da, ».., d;_,, mit Ausnahme des Diagonalgliedes 
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b,, sämmtlich von niedrigerem als dem f;ten Grade sind, während 5, genau 


vom f;ten Grade ist und als Coeffieienten von x” die Eins hat. In der 
T'hat folgt dies daraus, dass der Grad jedes Productes b,®, kleiner als 
der von 2,_, sein muss. 

Man kann nun aber weiter a priori voraussetzen, dass auch die 
Horizontalreihen des Dreieckssystemes (b,,) in der Weise redueirt sind, dass 
in allen Elementen 5,;, bir. »--, d, der öten Zeile die Zahlencoeffieienten 
kleiner sind, als p*, oder also dass sie auf ihre kleinsten Reste modulo p“ 
reducirt sind. Angenommen nämlich diese Voraussetzung sei schon für das 
eine Element 5,, der letzten Zeile, für die beiden der vorletzten Zeile u. s. w., 
bis zu den Elementen der (i+1)-ten Zeile erfüllt, aber noch nicht für die 
Elemente der öten Zeile, so setze man für alle diese Elemente 5,, b,..4, »»- 


b; u, bD+p"b,, ( u 7 7) AU v), 


wo jetzt alle 5&? modulo p‘ redueirt sind. Setzt man dann diese Werthe 
in die öte Gleichung des Systemes (2.) 

Pd, = bD,+b,., Put +b,D, 
ein, und vereinigt dann alle mit p‘ multiplieirten Elemente mit p'2,_, auf 
der linken Seite, so ergiebt sich 

PB —bB bi, Da —b,B,) = IB +bN) Pt +) B,. 
Setzt man also 
B_, (2) = B_J-b,P,—-—b,P,, 

so ist das System (2,...D,_....D,) = (D,...D,_....?,) und das neue Element 


P,_, ist offenbar ebenfalls eine Function des »,_,ten Grades mit dem Zahlen- 


. d; . . 
theiler p ‘'. Im der dann sich ergebenden Gleichung: 
p"®._,(@) -. bo Dt +bD, 
besitzen nun alle Coefficienten in Bezug auf ihre Grade in x, dieselben 


Eigenschaften, wie vorher, sind aber ausserdem noch modulo p" redueirt; 
die folgenden Gleichungen bleiben ungeändert, da in ihnen 2,_, garnicht 
vorkommt, und nur die vorhergehenden Gleichungen ändern sich da- 
durch, dass das ursprüngliche System durch das neue (2... D,_,P....P,) 
ersetzt wird. Redueirt man jetzt die (—1)-te Zeile des neuen Systems 


in derselben Weise modulo p”", und fährt so fort, so erhält man zu- 
32* 
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Diese Potenz von p genügt aber auch, denn da das Product p* *-'®,_,(z) 


ein Element des Bereiches (F) vom Zahlentheiler p“ und vom Grade 
2; _>n, Ist, so kann man diese Function durch 2;(z) dividiren und auf 
die im vorigen Abschnitte beschriebene Weise so lange fortfahren, bis man 
eine Gleichung von der folgenden Form erhält: 


(1.) Pb, (2) = 6, P(@)+b,.n Pla) ++b,P,le), 
womit die Behauptung bewiesen ist. In dieser Gleichung sind die Coef- 
fieienten 5, solche ganze ganzzahlige Functionen von x, dass allgemein 
der Grad eines jeden Productes 5,2,(x) kleiner ist als der Grad der vor- 
hergehenden Function 2&,_,(z), während der Grad von 5,2,(z) genau mit 
dem von ®,_,(z) übereinstimmt; endlich ergiebt sich durch Vergleichung 
der höchsten Potenz von x auf beiden Seiten von (1.), dass in b,, der Coef- 
ficient der höchsten Potenz gleich Eins ist. 
Zur Vereinfachung mögen im Folgenden die positiven Zahlen: 


d—d, ,=e und n_.-n=f; (=1,2,..,9) 


gesetzt werden, so dass also die Zahlen e,, &, ..., e, angeben, um wieviel 
die Exponenten von p in den Theilern von 2,(@), Plz), Plz), -:., P,(«) 
zunehmen, und die Zahlen f,, f, ..., f, um wie viel der Grad in derselben 
Reihe abnimmt. Dann ist allgemein der Zahlentheiler des Elementes 2,(x) 


e + ot +++-+e . u . 
er * und ihr Grad n, = ft" +f,_+f, und die Gleichungen 


gleich p 
(1.) können folgendermassen geschrieben werden: 


| p" Bulk) u bıP,+b>:P,+ b3;P; +" +b,P,, 
p“P,(&) > b»P,+b3P; + +b,P,, 
(2) p"B,(e) = bußit-+b,®,, 
p’®,-ı (®) u; b,P,: 





Hier bilden die Coefficienten ein Dreieckssystem 
a ee 
(kr) m A ee * 
Bd: u 
ganzer ganzzahliger Functionen von x, in welchem alle Elemente einer 
und derselben Colonne b,;, da; ». +, d;_,; mit Ausnahme des Diagonalgliedes 
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b,, sämmtlich von niedrigerem als dem f;ten Grade sind, während 5, genau 


vom f;ten Grade ist und als Coeffieienten von x” die Eins hat. In der 
That folgt dies daraus, dass der Grad jedes Productes b,®, kleiner als 
der von 2,_, sein muss. 

Man kann nun aber weiter a priori voraussetzen, dass auch die 
Horizontalreihen des Dreieckssystemes (b,,) in der Weise redueirt sind, dass 
in allen Elementen 5,, bir. --., db, der öten Zeile die Zahlencoefficienten 
kleiner sind, als p*, oder also dass sie auf ihre kleinsten Reste modulo p“ 
reducirt sind. Angenommen nämlich diese Voraussetzung sei schon für das 
eine Element 5,, der letzten Zeile, für die beiden der vorletzten Zeile u. s. w., 
bis zu den Elementen der (i+1)-ten Zeile erfüllt, aber noch nicht für die 
Elemente der iten Zeile, so setze man für alle diese Elemente b,, b,..1. ::- 


bx = bW +p'b, keiith.n, ), 
wo jetzt alle 5? modulo p*‘ redueirt sind. Setzt man dann diese Werthe 
in die öte Gleichung des Systemes (2.) 
pPPd_, = b,P+b,, Put +b,P, 
ein, und vereinigt dann alle mit p‘ multiplieirten Elemente mit p'2,_, auf 
der linken Seite, so ergiebt sich 
PD, —b,B bi, Da —b,D,) = IV DH) Di. + +b\)B,. 
Setzt man also 
B_ (a) = DB -b,P,—-—b,,P,, 
so ist das System (2,...D,_1...D,) = (D,...D,_,...?,) und das neue Element 
D, , ist offenbar ebenfalls eine Function des n,_,ten Grades mit dem Zahlen- 


theiler 2". In der dann sich ergebenden Gleichung: 
Pd.) = WB+- +50, 
besitzen nun alle Üoefficienten in Bezug auf ihre Grade in x, dieselben 


Eigenschaften, wie vorher, sind aber ausserdem noch modulo p" redueirt; 
die folgenden Gleichungen bleiben ungeändert, da in ihnen 2,_, garnicht 
vorkommt, und nur die vorhergehenden Gleichungen ändern sich da- 
durch, dass das ursprüngliche System durch das neue (2... D,_,P....P,) 
ersetzt wird. Redueirt man jetzt die (@—1)-te Zeile des neuen Systems 


in derselben Weise modulo p”", und fährt so fort, so erhält man zu- 
32" 
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letzt ein den Anforderungen unseres Satzes entsprechendes System, und wir 
können daher gleich das System (2,(z)...P,(z)) in dieser Weise gegeben 
voraussetzen. 


$ 6. 


Es soll jetzt endlich nachgewiesen werden, dass die im vorigen Ab- 
schnitt gefundene redueirte Form, auf die jedes Divisorensystem (p“, F,... F,, P’) 
gebracht werden kann, eine eindeutig bestimmte ist, d. h. dass zwei Systeme 
dieser Art nur dann äquivalent sein können, wenn sie identisch sind. Zu 


diesem Zwecke nehme ich an, die beiden redueirten Systeme 


(Doz), Pilz), ..., D,(e)) und (Aa), Pla), ..., #,(«)) 


seien einander äquivalent, d.h. das System (F) aller durch sie theilbaren 
Funetionen sei für beide Systeme das gleiche. Dann ist die Anzahl der 
Elemente 2,(z) und 7,(x) dieselbe, und sowohl der Grad als auch der 
Zahlentheiler von je zwei entsprechenden Funetionen 2,(z) und 7,(x) sind 
identisch, denn alle diese Zahlen sind ja allein durch den Bereich (F) be- 
stimmt, welcher für die beiden äquivalenten Systeme der gleiche ist. In 
den beiden als äquivalent vorausgesetzten Systemen (P,(x), P,(z),..., P,(z)) 
und (Fe), Pl), ..., P,(z)) sind ferner die letzten Elemente 2,(x) und 
P,(x) identisch, denn es ist 2, (x) = #,(x) = p” die kleinste ganze Zahl des 
zugehörigen Bereiches (F). Um nun den angekündigten Beweis vollständig 
zu führen, nehme ich an, man wisse bereits, dass die («—i—1) letzten Ele- 
mente P,(z), ..., ?,(x) in beiden Systemen übereinstimmen, und ich zeige 
dann, dass aus der Aequivalenz der beiden reducirten Systeme: 


(Di, 000 Me Wis re A en 


mit Nothwendigkeit die Identität der beiden nächstvorhergehenden Elemente 
D,_, und 7_, folgt. 

Nach der Definition der reducirten Systeme bestehen nun für diese 
beiden Elemente zwei Gleichungen: 


pP; mr b,P +bun Pat "+b,2,, 
p' P-ı 3 b;; P+ bir Pu Fr +b,, B,, 


in welchen die Coeffieienten 5,, und di, modulo p” redueirt sind, und 
der Grad eines jeden Productes 5,2,, b,&, mit Ausnahme der beiden 
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ersten kleiner ist, als der des nächstvorhergehenden Elementes &,_,. Durch 


Subtraction beider Gleichungen erhält man eine neue: 
(1.) P($hmn-P_) = w„P,-+u,,P,,,++u,P,, 

in welcher jetzt der Grad aller Coefficienten «,, = b,,—b}, mit Einschluss 
des ersten «, in der eben angegebenen Weise redueirt ist, denn da 
b,, und b}, beide mit x beginnen, so hebt sich dieses Glied in u, = b,—b), 
fort; ferner sind die Zahleneoefficienten aller Funetionen u, ihrem absoluten 
Werthe nach kleiner als p“ da dieselben in 5, und b/, positiv und kleiner 
als p* waren; es kann daher eine jener Functionen «,(z) nur dann durch 
p' theilbar sein, wenn sie gleich Null ist. Da nun die Differenz (P,_,— #_,) 
auf der linken Seite der Gleichung (1.) dem Bereiche (F) angehört und 
von niedrigerem als dem »,_,ten Grade ist, weil sich die höchsten Glieder 
von $,_, und #_, ebenfalls fortheben, so kann die linke Seite der Glei- 
chung (1.) nach dem am Schlusse des $ 4 bewiesenen Satze folgender- 
massen geschrieben werden: 


f ' 


pad) +rn a) Ba) + +4), (e)), 
wo ebenfalls jedes Product 4,#, von niedrigerem Grade als #&,_, ist. So 
geht die Gleichung (1.) über in 


Ve ı 


pP aP-+ha Pat +4,P,) -— u, -+u,,®;., Mess u,b,, 
oder, wenn man zur Abkürzung 
(2.) u,—p'h, = m,(x) 


setzt, in 
mP+m.„.P.ı++m®, =. 

Diese Gleichung, in welcher der Grad eines jeden Productes m,P$, eben- 
falls kleiner ist als der von 2, ,(x), kann aber nur dann erfüllt sein, 
wenn alle Coeffiecienten m,(x) gleich Null sind. Wäre nämlich m,(r) der 
erste nicht verschwindende Coeffieient, so wäre die linke Seite der letzten 
Gleichung genau von dem Grade von m,#,, da alle folgenden Summanden 
von niedrigerem Grade sind. Da demnach in den Gleichungen (2.) alle 


rechten Seiten gleich Null sind, so müssen alle Elemente «, durch p' theil- 
bar, also selbst gleich Null sein und aus der Gleiehung (1.) ergiebt sich 
endlich, dass &,_, = P,_, ist, was zu beweisen war. Damit ist der voll- 


\ 
) 


ständige Beweis erbracht, dass jedes Divisorensystem (p", F(r), ..., F,(r), P') 
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auf eine und auch nur auf eine Weise in ein äquivalentes System 
(P,(&@), ..., P,(x) transformirt werden kann, dass also die hier angegebene 
Form in der That eine kanonische oder redueirte Form ist. 


Die vorliegende Arbeit habe ich im Sommer des vorigen Jahres 
abgeschlossen und der Redaction dieses Journals am 7. Juni 1896 über- 
geben. Inzwischen ist es mir gelungen, den Beweis dafür, dass das System 
(B,(&),..., D,(z)) ein redueirtes ist, wesentlich zu vereinfachen, und aus 
diesem Grunde habe ich den letzten Paragraphen dieser Abhandlung um- 
gearbeitet und auch in den früheren Abschnitten einige jedoch unwesent- 
liche Aenderungen angebracht. 














Ueber einige Anwendungen des Correspondenz- 
princips. 
(Von Herrn K. Th. Vahlen in Königsberg i. Pr.) 


Am Schlusse meiner Arbeit: Ueber den Grad der Kliminations- 
resultante eines Gleichungssystems*) ergab sich das Correspondenzprineip: 

Bestehen zwischen den Punkten zweier ebenen n-fachen Mannigfaltig- 
keiten zwei Correspondenzen, die eine mit den charakteristischen Zahlen 
Gos Js » ++, Ins die andere mit den charakteristischen Zahlen h,, hı, ..., A, 
so giebt es guh,„+gıh._1++g,.h, Paare einander nach beiden Correspondenzen 
entsprechender Punkte. 

Im Folgenden sollen einige Anwendungen dieses Prineips gegeben 
werden. 

1. 


Eine ebene algebraische Curve (g,, 9) habe die Ordnung g,, die 
Klasse g,.. Projieiren wir einen auf ihr sich bewegenden Punkt P’ von 
_ einem Projectionscentrum S aus auf eine Gerade s in den Punkt P und 
schneidet die Tangente p’ im Punkte P’ der Curve die Gerade s im Punkte 
0, so besteht zwischen P und Q eine Correspondenz mit den charakteristi- 
Zahlen 9, und g.. 

Ein Punkt P", der eine Curve (A,, h,) durchläuft, giebt mittels S eine 
zweite Correspondenz auf s: dieselbe besitzt die charakteristischen Zahlen 
h,, Ah. Zufolge des Eingangs genannten Satzes kommt es (guh,+g,h,)-mal vor, 
dass P und Q sich nach beiden Correspondenzen einander entsprechen. 

Betrachten wir nunmehr, von S und s absehend, die Correspondenz 
zwischen der Geraden PP"=g und dem Schnittpunkt P der zugehörigen 
Tangenten p’ und p’. Zunächst ist klar, dass einem Punkt P g,k, Gerade 
q, einer Geraden qg goh,u Punkte P entsprechen. 


*) Dieses Journal Bd. 113 S. 348— 352. 
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Ferner geht aus dem Obigen hervor, dass, wenn P eine Gerade s 
beschreibt, qg (guA+g.h,)-mal durch einen festen Punkt S geht; und um- 
gekehrt, dass, wenn g sich um einen Punkt S dreht, P (g,h,+9,.h,)-mal eine 
Gerade s passirt. So erhalten wir also den Satz: 

1. Zwischen der Verbindungsgeraden zweier Punkte zweier Curven 
(I 91), (Ai, A) und dem zugehörigen Tangentenschnittpunkt besteht eine Corre- 
spondenz mit den charakteristischen Zahlen: 


Ylı, Hlıtgyl, Yıhı*). 

Diese drei Zahlen spielen für das System der beiden Curven (9,, 9,), 
(hy, h,) eine ähnliche Rolle wie die Gradzahlen 9, und 9, für die Curve (g,. 9) 
und können daher die „Gradzahlen des Systems der beiden Curven“ heissen. 

Wir wollen z. B. die Anzahl der den beiden Curven gemeinsamen 
Normalen ermitteln. Die Gerade g ist in projeetivem Sinne normal zur 
Curve (9, 9) oder zur Tangente p', wenn q und p' zu einander conjugirt 
sind in Bezug auf zwei fest gegebene Punkte S, und S, einer Geraden s. 

Dreht sich q um seinen Schnittpunkt Q mit s, so geht der zugehörige 
Tangentenschnittpunkt pp" =P (g,h,+g,h,)-mal durch s; umgekehrt ent- 
sprechen einem P auf s 9,4, Punkte Q, so dass zwischen P und Q eine 
Öorrespondenz mit den charakteristischen Zahlen: g,h,+9g.h,, Yıh, besteht. 
Die Correspondenz zwischen zwei zu S, und $, conjugirten Punkten hat 
die eharakteristischen Zahlen 1, 1. Demnach fallen P und Q mit zwei zu 
S, und S, conjugirten Punkten (gu, +9, %,u+9,h,)-mal zusammen. Dann ist 
jedesmal qg normal zu beiden Curven; also: 

2. Zwei algebraische Curven (9, 9), (hu, h,) besitzen im allgemeinen: 

ht gut Yıhı 

gemeinsame Normalen. 

Ist insbesondere ,=0, h,=1, so redueirt sich die Curve (k,, h,) 
auf einen Punkt und der vorstehende Satz auf den folgenden: 

3. Von einem Punkte lassen sich im allgemeinen: 

It 9ı 

Normalen auf eine Curve (9, 9,) fällen. 

Dem Begriff zweier zu einander normalen Geraden steht der Begriff 

*) In der oben eitirten Arbeit ist zwar nur von Üorrespondenzen zweier Punkte 

die Rede, jedoch geht aus dem Obigen von selbst hervor, was unter charakteristischen 
Zahlen einer Correspondenz zwischen einem Punkt und einer Geraden zu verstehen sei. 
Aehnliches ist später zu bemerken. 











Vahlen, über einige Anwendungen des Correspondenzprincips. 253 


zweier zu einander normalen Punkte als solcher Punkte, welche zu zwei 
gegebenen Geraden conjugirt sind, dual gegenüber. Demgemäss entsprechen 
obigen Sätzen die folgenden: 

4. Es giebt im allgemeinen g,h,+ oh +9g,h, solche Schnittpunkte zweier 
Tangenten zweier algebraischen Curven (9, 91), (A, hı), welche zu beiden Be- 
rührungspunkten conjugirt sind. 

9. Es giebt im allgemeinen 9,+19, Tangenten der Curve (g,, 9,), welche 
eine gegebene Gerade in einem zum Berührungspunkte conjugirten Punkte treffen. 

Die vier vorstehenden Sätze ergeben sich auch leicht als singuläre 
Fälle des aus dem Satze 1 folgenden: 

6. Die Verbindungsgerade zweier Punkte zweier Curven (4, Yı), 
(hu, h,) und der zugehörige Tangentenschnittpunkt sind: 


(Huth +9 lv +gıhı)- = (W+gı)(hu+ h,)-mal 


conjugirt in Bezug auf einen gegebenen Kegelschnitt. 


Il. 


Eine algebraische Fläche (g,, 9,, 9.) im Raume habe die Ordnung 9, 
den Rang 9,*), die Klasse 9. Von einem Punkt S aus projieiren wir einen 
Punkt P' der Fläche auf die Ebene o in den Punkt P. Die Berührungs- 
ebene der Fläche in P' schneide o in der Geraden g. Zwischen q und P be- 
steht eine Correspondenz mit den charakteristischen Zahlen 9, 9. 9: 

Ein Punkt P" einer zweiten algebraischen Fläche (A,, h,, h,) liefert 
mittels S eine zweite Correspondenz auf o; dieselbe hat die charakteristi- 
schen Zahlen A,. h., h.. 

Dass sich P und g nach beiden Correspondenzen einander entsprechen, 
kommt (g,%,+9,.h,+9sh,)-mal vor; d.h. wenn die Gerade PP” ein Bündel 
beschreibt, geht die Tangentialebenenschnittgerade qg (%,+9,h,+9.h,)-mal 
durch eine gegebene Ebene o, und umgekehrt. 

Betrachten wir überhaupt die Correspondenz zwischen der Verbindungs- 
geraden P'P" und der Schnittgeraden g der zugehörigen Tangentialebenen. 

Einer Geraden P'P" entsprechen g,h, Gerade g; einer Geraden g ent- 
sprechen 9,4, Gerade PP’. Nunmehr sind noch zwei charakteristische 


Zahlen zu ermitteln. 





*) Das Wort „Rang“ wird zwar für verschiedene Begriffe gebraucht; doch ist hier in der 
Zustammenstellung mit „Ordnung“ und „Klasse“ die Bedeutung desselben nicht zweifelhaft. 


Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 3. 33 














254 Vahlen, über einige Anwendungen des Correspondenzprincips. 


Legen wir durch S eine Ebene, welche o in der Geraden s schneidet. 
Auf s erhalten wir zwei Correspondenzen (g,, 9,) und (A,, h,), sodass, wenn P'P" 
einen Büschel beschreibt, q (9,%,+9.%,)-mal durch eine gegebene Gerade s geht. 

Ferner: Von einem Punkte =& der Ebene o legen wir Berührungs- 
kegel an die beiden Flächen. Von der Geraden ST? =s aus projieiren wir 
zwei Gerade p’ und p” der beiden Kegel auf 0; die Schnittgeraden g’ und g’ 
der zugehörigen Berührungsebenen bilden mit p’ und p” zusammen zwei 
Correspondenzen (g,, 9) und (h,h,). Es fällt daher p’ mit p” und gleich- 
zeitig g’ mit g’ (9,h,+9,h,)-mal zusammen; d. h. wenn g einen Büschel um & 
in o beschreibt, so geht PP" (g,h,+9,h,)-mal durch eine gegebene Gerade s. 

Zusammenfassend können wir sagen: 

7. Zwischen der Verbindungsgeraden zweier Punkte zweier Flächen 
(Yu 91 92), (Ro, Ai, hr) und der Schnittgeraden der zugehörigen Berührungsebenen 
besteht eine Correspondenz mit den charakteristischen Zahlen: 


hr Hmtyh, Ha+Glıtrl, Alt gh,, ho. 

Wir wollen nunmehr die Anzahl der Normalen ermitteln, die den beiden 
Flächen gemein sind. Eine Gerade und eine Ebene sind in projectivem 
Sinne normal zu einander, wenn sie conjugirt zu einem gegebenen Kegelschnitt 
sind. Nehmen wir in der Ebene o dieses Kegelschnitts eine Gerade g, legen 
durch sie zwei Berührungsebenen an die beiden Flächen, und schneidet die 
Verbindungslinie der Berührungspunkte P'P" die Ebene o im Punkte P, so be- 
steht zwischen P und g eine Correspondenz mit den charakteristischen Zahlen: 

Ymtylıtglo, Yılatgehı, Ya, 
wie man aus Satz 7. leicht ableitet. 

Jedesmal, wenn P und qg in Bezug auf den Kegelschnitt conjugirt 
sind, ist P'P’ normal zu beiden Flächen; mithin: 

8. Zwei Flächen (9, 91, 92), (lu, Aı, A.) haben im allgemeinen: 

+ lt gl t+ Yylo+ yhıt geh 
gemeinsame Normalen. 
Insbesondere für u =0, h,=0, h,=1: 
9. Von einem Punkte lassen sich auf eine Fläche (g,, 91, 9) im all- 


gemeinen: 

. tt GR 

Normalen fällen. 
Die beiden dual entsprechenden Sätze und der zu 6. analoge mögen 


der Kürze halber unerwähnt bleiben. 
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III. 

Die vorstehenden Sätze lassen sich ohne Weiteres auf »-fache Mannig- 
faltigkeiten ausdehnen, nachdem die » Gradzahlen %, 9: »»-, 9, einer 
algebraischen (a—1)-fachen Mannigfaltigkeit definirt sind. 

Um zu dieser Definition zu gelangen, müssen wir die Punkte, Tan- 
genten, Berührungsebenen u. s. w. der gegebenen algebraischen Mannigfaltig- 
keit F einer hinreichenden Anzahl linearer Bedingungsgleichungen unter- 
werfen. Es bezeichne nämlich allgemein AR,_, eine ebene (»—1)-faltigkeit 
und es sei u+r=n»-+l. Die Berührungs-R,_, der F bilden eine (ur—1)-fache 
Serie, aus welcher durch «ur—1 Gleichungen, die in den R,_,-Coordinaten 
linear sind, eine im allgemeinen endliche Anzahl von R,_, ausgeschieden 
wird. Diese Anzahl ist zwar noch nicht der Grad 49,_,, unterscheidet sich 
aber von diesem nur durch den Factor: 


n+]1 
( )-1-u 
> y 
. 


welches der Grad des zwischen den R,_,-Coordinaten identisch bestehenden 
velationensystems ist*). Aehnlich werden die Gradzahlen für eine Mannig- 
faltigkeit von höherer als erster Stufe bestimmt. 

Wir wollen nunmehr die Gradzahlen einer punktordinären Mannig- 
faltigkeit F(x,, &,...,2,)= 0 ermitteln, deren Ordnung g, bekannt ist. 

Die Klasse 4,_, bedeutet die Anzahl der Berührungs-R,_,, welche 
durch »—1 gegebene Punkte: 


Dins Kinn ren Don (k=1,2,...,n-1) 
gehen; d. h. sie ist gleich der Ordnung des Gleichungssystems: 
OF ı u1 . } 
F(x.. ee 2.) co v, Pr or u: v, (} ze 56 n 1) 


n—1 


also im allgemeinen gleich 9,(4,—1)""". 


Indem man den Schnitt der F mit einer R,_, betrachtet, ermittelt 


man ebenso: 9,_, = %(9—-1)’""; also: 


10. Für eine punktordinäre (n—1)-faltigkeit F von der Ordnung 9, ist: 
HEHH), RE=HHn-D, -- + mi HH)". 
Enthält die F eine (n—2)-faltigkeit F' von den Geraden 9. 9. 
singulär, so sind die obigen Werthe für 9, 9% --- der Reihe nach um 4'g,. 


*) Vgl. des Verfassers Arbeit: Ueber die Relationen zwischen den Determinanten einer 
Matrix, dieses Journal Bd. 112, S. 306— 310, und E. Pascal, Sulle varie forme che possono 
darsi alle relazioni fra i determinanti di una matrice rettangolare, Annali di matema- 
tica, t. 24, fasc. 3, p. 241— 253. 
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9, ... zu vermindern; dabei bedeutet 4’ eine von der Stärke der Singu- 
larität abhängige Zahl. Ist z.B. die F’ 4-fach in der F enthalten, ohne 
dass in ihr Berührungen der verschiedenen Blätter von F stattfinden, so ist 
"=2 (5) Enthält die F eine (a—3)-faltigkeit F" von den Graden 9, 9ı,--- 
singulär, so sind die obigen Werthe für 9, 95, ... der Reihe nach um 4'g,, 
)'g,, ... zu vermindern; dabei bedeutet 4” eine von der Stärke der Singu- 


larität abhängige Zahl. Ist z. B. die F" A-fach in der F enthalten und zwar 


in ordinärer Weise, so ist 4" = (3). U. s. w. 

Diese Sätze sind unschwer zu beweisen, sollen aber in grösserer 
Vollständigkeit bei anderer Gelegenheit behandelt werden. 

Nachdem die Gradzahlen 9, 9, --., 9, definirt sind, lassen sich 
die früheren Sätze leicht in die folgenden verallgemeinern: 

11. Die Verbindungsgerade zweier Punkte zweier (n—1)-faltigkeiten 
(Go Sir +++ In-ı)s (Boy Miss, Rn_ı) und die Schnitt-R,_, der beiden zugehörigen 
Berührungs-R,_, bilden eine Correspondenz mit den charakteristischen Zahlen: 

oh, Yohıtgı lo, Yhatgylıtgelo, =: 45 In-alnıt min Inn: 

12. Zwei algebraische (n—1)-faltigkeiten (gu, 91 +++, In_1), (Bun Ay +. An_ı) 
besitzen im allgemeinen 

(ont t tm) t+ Nat +9) 

++ +Mm-ıl)+"+9.-ıl- 


gemeinsame Normalen. 

13. Von einem Punkte lassen sich auf eine algebraische (n—1)- 
faltigkeit (gu, Jıs +++, In) im allgemeinen 

YtNttg9-ı 

Normalen fällen. 

Aus diesem letzteren Satz ergiebt sich in Verbindung mit dem 
Satz 10 der folgende: 

14. Auf eine punktordinäre (n—1)-faltigkeit von der Ordnung gu 
lassen sich von einem Punkte aus im allgemeinen 


(,—1)"—1 
9-2 





Io 
Normalen fällen. 
Dieses specielle Resultat ist auch, vermuthlich auf anderem Wege, 
von Wolstenholm (s. Educational Times 10) erhalten worden. 


Berlin, im April 1896. 
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Ueber das Verhalten der Integrale von Differential- 
gleichungen bei der Annäherung der Veränderlichen 
an eine Unbestimmtheitsstelle. 


(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg.) 


Erster Theil. 


Herr Poincare hat im 7. Bande des American Journal und im 8. Bande 
der Acta mathematica untersucht, wie sich die Integrale einer linearen 
Differentialgleichung verhalten, wenn die unabhängige Veränderliche auf 
einem bestimmten Wege in eine Stelle der Unbestimmtheit geht. Er hat 
gezeigt, dass die im allgemeinen divergenten Normalreihen, welche die Diffe- 
rentialgleichung formell befriedigen, Aufschluss über das Verhalten der 
Integrale auf einem nach der Unbestimmtheitsstelle © = x gehenden Wege 
geben, indem er mit Hülfe der Laplaceschen Transformirten nachwies, dass 
diese divergenten Reihen die Integrale asymptotisch darstellen*). Durch 
diese Untersuchungen des Herrn Poincare ist ein Weg gewiesen, auf welchem 
es gelingt, auch für andere als lineare Differentialgleichungen einigen Ein- 
blick in das Verhalten der Integrale in der Nähe von singulären Stellen 
der Unbestimmtheit zu gewinnen. Nun ist aber die Methode, welche Herr 
Poincare für lineare Differentialgleichungen benutzt hat, die ZLaplacesche 
Transformation, nur auf lineare Differentialgleichungen mit rationalen Üoef- 
ficienten anwendbar und auch hier unmittelbar nur auf Differentialgleichungen 
vom Range 1, während die Differentialgleichungen höheren Ranges erst auf 
solche vom Range 1 zurückgeführt werden müssen. Die Sätze über die 
asymptotische Darstellung der Integrale durch die Normalreihen, welche 


*) Eine einfache Darstellung der Poincareschen Methode findet sich bei Picard, 
Traite d’Analyse, Band Ill, Kap. 14. Man vergleiche auch Schlesinger, Handbuch der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. I, 6. und 7. Abschnitt, sowie die älteren 
Untersuchungen über die Besselschen Functionen (etwa Jordan, Cours d’Analyse, Bd. III, 
1. Aufl. S. 241— 274). 
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sich lediglich auf die Umgebung der Unbestimmtheitsstelle & = oo beziehen, 
sind aber nur durch das Verhalten der Coefficienten in der Umgebung dieser 
Stelle bedingt und gelten auch, ohne dass die Coeffieienten der Differential- 
gleichung in der ganzen Ebene rational sind. 

Im Folgenden stelle ich mir die Aufgabe, diese Sätze zunächst für 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung ohne Benutzung der Laplace- 
schen Transformirten zu beweisen und in einigen Punkten zu ergänzen, 
lediglich unter Verwendung von Hülfsmitteln, welche an die Betrachtungen 
anknüpfen, die Herr Poincare am Eingange seiner Abhandlung im American 
Journal zur Bestimmung des Grenzwerthes der logarithmischen Ableitung 
der Integrale anstellt; ich benutze dabei nur die Voraussetzung, dass die 
Coeffieienten der Differentialgleichung in der Umgebung der Unbestimmt- 
heitsstelle den Charakter rationaler Functionen haben, und brauche keine 
Unterscheidung zwischen Differentialgleichungen vom Range 1 und von 
höherem Range zu machen. 

Ich beginne mit der Riccatischen Differentialgleichung, bei welcher 
sich die Darstellung besonders einfach gestaltet und die Bedeutung der 
asymptotischen Reihen deutlich hervortritt, um von hier aus zur linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung*) überzugehen. Die Untersuchungen 
des vorliegenden ersten Theiles der Arbeit wurden hauptsächlich unternom- 
men, um Methoden zu gewinnen, welche sich auf allgemeinere Differential- 
sleichungen erster Ordnung übertragen lassen, wie sich im zweiten und 
dritten Theil zeigen wird. 


sl. 
In der Riccatischen Differentialgleichung mit der Unbestimmtheits- 


stelle 2 = x 


(1) a" 1 Ay’+By+C = 0 

*) Der erste Aufsatz des Herrn Kneser „Untersuchung und asymptotische Dar- 
stellung der Integrale gewisser Differentialgleichungen bei grossen reellen Werthen des 
Arguments“ im 116. Band dieses Journals, bei dessen Erscheinen der erste Theil meiner 
Arbeit bereits vollendet war, hat eine ähnliche Tendenz wie dieser erste Theil. Auch 
Herr Kneser beweist, ohne (wie Herr Poincare) von bestimmten Integralen auszugehen, 
die asymptotische Darstellung der Integrale von linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung durch divergente Reihen; indessen behandelt Herr Kneser eine speciellere Klasse 
von Differentialgleichungen als die vorliegende Arbeit; er beschränkt sich durchweg auf 
reelle Grössen und wendet andere Methoden an. 
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sei k eine ganze positive Zahl einschliesslich Null, während sich die Coet- 
ficienten A, B, C bei 2=x regulär verhalten, ohne sämmtlich für x = x 
zu verschwinden: 


a Ad, 
A —— A,+ + 3 +. 
T z 
b b. 
(2.) B=b,+-- +2 +... 
Mn u 
C C, 
C = C,+ + r +. 
x x” 





Soll die Gleichung (1.) durch die Potenzreihe 


(3.) F=-K+ „ + K, NER 


rc 
formell befriedigt werden, so muss zunächst 
(4.) a,K,+b,K,+ ec, = U) 


sein; die Wurzeln K,, K, dieser quadratischen Gleichung werden vorläufig 
verschieden angenommen. Zur Bestimmung von K, dient die Receursionsformel 


(2a,K,+b,)K, = 


deren rechte Seite von K,, Al. ..., K,_, abhängt, so dass jedem der beiden 
Werthe von K, eine Potenzreihe 


gr a Fu; 
(3 .) ’ nn < K, | r e x’ ei, 
7 7 _, 7; Ki, - K; r 
(3 >, F En K, 2: yi 2 —— 2’ 2 u . 


entspricht, welche im allgemeinen divergent ist. Es handelt sich darum, 
zu zeigen, dass diese divergenten Reihen Aufschluss über das Verhalten 
der Integrale in der Nähe der Stelle e= x geben. 

Wir beginnen mit dem Beweise des folgenden Satzes: 

„Wenn x als reelle positive Grösse ins Unendliche geht und wenn der 
reelle Theil von a,(K,—K,) positiv ist, haben alle Integrale y der Differen- 
gleichung (1.) den Grenzwerth K,, mit Ausnahme eines einzigen, welches den 
Grenzwerth K, besitzt.“ 

Von Herrn Poincare (Am. Journ. Bd. 7) ist der Satz so weit be- 
wiesen, als gezeigt ist, dass der Grenzwerth eines Integrals im allgemeinen 
gleich K, ist, ausnahmsweise auch gleich A, sein kann. Die obige be- 
stimmtere Fassung ist für das Folgende wesentlich. 
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Die Gleichung (1.) geht durch die Substitution 


über in 
_, ds 


x 5 rPrtla+Q)s+R = (0, 


wenn gesetzt wird: 





_ AK” +BKI+C pp, 
PETE KM 8 nat 

_ AKR+BEU+C_ rn, r, 
dur? KK . 127” Zu ee: 

_ 2AK,Kü+B(K+H,)+C m, 5 
F- Sr Bed ee Are 


wobei 


2a,K,K, +b,(K, + K,)+2eo, 


ad= ’} "77T ya 
k 8; K 0 


= - (HK, -Ky)= —Vb—4auc, 


einen negativen reellen Theil hat. 
Wir untersuchen die Differentialgleichung 


(9.) ec ni +Py’+(a+Q)y+R = 0, 


worin a eine Constante mit negativem reellen Theile darstellt und P, Q, R 
Potenzreihen von . welche für & = oo verschwinden. Zunächst sieht man, 
dass der Grenzwerth eines Integrals von (5.) für limxz = -+»o, wenn über- 
haupt ein solcher vorhanden ist, nur O0 oder © sein kann. Denn wenn 
limy=n von 0 und & verschieden wäre, würde in der Gleichung 
y dy at! gt 
| Prr@tOgfR 
für e=x, y=n die linke Seite endlich, die rechte unendlich gross sein. 
Wir wollen den Beweis des ausgesprochenen Satzes zuerst unter der 
Voraussetzung führen, dass sämmtliche vorkommenden Grössen reell sind, 
indem wir das anschauliche Verfahren des Herrn Picard (Traite d’Analyse, 
Bd. III, S. 365—7) für unseren Zweck ergänzen. 
Erster Beweis*). Die Gleichung 


Py’+(a+Q)y+R = 0 





*) Dieser Beweis ist indessen nur als Einschaltung zu betrachten. Als Grundlage 
des Folgenden dient der zweite Beweis, welcher abgesehen von der reellen positiven 
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definirt für grosse z zwei getrennte Curven y=e(z), y=n(z): 


lime=0, limn=«. 


=+2 z=+7% 


Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir an, dass für 
2 x, beide Curven steigen*), d.h. dass e<0, 7 >0 ist, was im Falle 
P>0, R<-O eintritt; die anderen Fälle sind ähnlich zu behandeln. Die 
Gleichung (5.) schreibt sich 


dy k \/ ’ 

Tr W-IWyn). 
Für y>n und für y<Ze ist “y <<), für e<y<n ist y—o falls x 
Y dx £ \ 2 "a re 


hinreichend gross (2 — x,) angenommen wird. 

Ein Integral y', welches für e = x, grösser als 7 ist, nimmt ab, bis 
die Integraleurve die Curve n schneidet, um dann zu steigen und dem 
Grenzwerthe » zuzustreben. Ein Integral y" mit einem Anfangswerthe zwi- 
schen 0 und n geht fortwährend zunehmend zum Grenzwerthe &. Ist der 
Anfangswerth kleiner als e, so nimmt das Integral y’’ fortwährend ab, um, 
wenn es für einen endlichen Werth von x den Werth —» erreicht hat, sein 
Vorzeichen zu wechseln und wie y' weiter zu verlaufen. Alle Integrale, deren 
Werth für e=x, nicht zwischen O0 und & liegt, haben demnach den Grenz- 
werth =. Kin Integral mit einem Anfangswerthe zwischen 0 und = kann 
auf drei Arten verlaufen: y, strebt wachsend dem Grenzwerthe © zu; 9, 
wächst, durchschneidet die Curve e, um dann wie y" ins Unendliehe zu 
gehen: y, bleibt zwischen O0 und e und geht wachsend zum Grenzwerthe 0. 
Es ist zu zeigen, dass ein Integral y, von der letzteren Art nolhwendig vor- 
handen ist und dass nicht mehr als ein solches Integral existiren kann. 

Durch jeden Punkt der z-Axe (e—x,) geht ein Integral y, und 
durch jeden Punkt der Curve e («—x,) ein Integral y.. Das Integral y, 
habe für e= x, den Werth «, und schneide die e-Axe bei e=x,; y, habe 
für = x, den Werth «, und schneide bei 2=z, die Uurve e Für einen 
endlichen Werth ex, können sich nicht zwei Integraleurven schneiden, 
weil sich in der Nähe der Unbestimmtheitsstelle © = (abgesehen von 


Grösse x sämmtliche Grössen complex annimmt und eine Ergänzung der Poincareschen 
Entwickelungen bildet. Das erste Verfahren wird im zweiten Theile der Arbeit auf all- 
gemeinere Differentialgleichungen erster Ordnung ausgedehnt. 

*) Durch eine Figur lässt sich das Folgende leicht veranschaulichen. 
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Unendlichkeitsstellen) keine singulären Stellen der Integrale befinden. Jedem 
Werthe x, > x, entspricht ein Werth «, und jedem &, > z, ein Werth «.. 
Mit wachsendem x, nimmt «, ab, während «&, mit wachsendem x, zunimmt. 
Die Zahlenreihe «@, hat demnach eine ihr nicht angehörige untere Grenze /, 
und die Zahlenreihe «, eine ihr nicht angehörige obere Grenze f,, und es 
ist AZ Pr. Jedes Integral y,, dessen Anfangswerth «, die Bedingung 
AP = %= P, erfüllt, hat den Grenzwerth 0. Durch den Werth, welchen 
ein Integral für = x, annimmt, ist sein Werth für alle reellen e>x, ein- 
deutig bestimmt. 

Setzt man, unter y, ein Integral mit dem Grenzwerthe 0 verstehend, 


_ Alten Yo 2, 
so genügt z der Differentialgleichung 


‚ d 2 ' 
=" +P3’+(a+Q+2Py,)s = 0, 


für welche sich dieselben Betrachtungen anstellen lassen wie für (5.). Hier 
fällt jedoch die Curve e mit der x-Axe zusammen, und das einzige Integral 
mit dem Grenzwerthe 0 ist z=0. Es ist demnach nur ein Integral y mit 
dem Grenzwerthe O0 für e=-+» vorhanden. 

Zweiter Beweis*). In der Differentialgleichung (5.) dürfen jetzt ab- 
gesehen von der reellen positiven Grösse x sämmtliche Grössen complex 
sein. Bezeichnet N(A) den reellen Theil der complexen Grösse A, so ist 

la) > 0 
und 

ar ZEV _ _R(a+0+Py+ —)= Ra) R(O+Py+.), 

Eine positive Grösse d,, welche mit wachsendem xz abnimmt und für 
2 = +» den Grenzwerth O0 hat, kann so eingeführt werden, dass für den 
Werth = und für alle grösseren Werthe der Veränderlichen die absoluten 
Beträge der Functionen P, Q, R kleiner als d, sind. Setzt man 


de Ö: 
wobei die positive Grösse 4 kleiner als N(—a) angenommen wird, so ist 
e, eine mit wachsendem z abnehmende positive Grösse mit 
lim ee, = 0, 
z—=+X 


*) Im dritten Theile der Arbeit wird eine allgemeinere Klasse von Differential- 
gleichungen erster Ordnung nach ähnlicher Methode behandelt. 
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Für 
er | er 
€ = Y == 
ist 
ww 2 Re a)— 2 
Man nt I 
| d 
RR =45 'R * 
R(Py+- +0) = /P|-|yl+- 0 N—a)—; 
h : J 
also 
—ık dlog y\ () 


ai 


dx 


Der absolute Betrag von y nimmt demnach, sobald er zwischen &, und 


B;; 2 i ELEUR « 
—_ liegt, mit wachsendem = zu. Ist |y| = &, für 2=z,, so ist 
r — 
lim y=x. 
Nur dann kann lim y=0 sein, wenn für 2=z, |y| <e, ist. Es muss 


zur Ergänzung der Poincareschen Darstellung gezeigt werden, dass nolh- 
wendig ein Integral y mit dem Grenzwerthe V vorhanden ist. 
Ist x, hinreichend gross, so ist das Integral 
—_“ f(®, 0), 

welches für <= x, den Werth « besitzt, für alle x — x, eindeutig definirt; 
nach einem Satze des Herrn Poincare*) ist f(x,«) für hinreichend kleine 
Werthe von |@—«,| in eine Potenzreihe von «—o, entwickelbar, wenn 
f(x, «@,) eine in dem Intervall von x, bis x > x, stetige Function von & 
ist. Ist z=S ein endlicher reeller Werth > z,, so ist ein und nur ein 
Integral vorhanden, welches für e=5 den Werth &; annimmt; der Werth 
dieses Integrals für e=x, heisse «;, so dass dasselbe mit y=f(z, «;) zu 
bezeichnen ist; es ist dann 


al <« 
Wi 6 er ne, © 
fe, 02) | ig € c für zs u 7 


fa,a)| >. für DS. 
Verschiedenen Werthen & entsprechen verschiedene Werthe «.. Setzen 
wir für $ alle ganzen Zahlen > x,, so erhalten wir unendlich viele Werthe 
und es ist eine Grösse «, so vorhanden, dass in jeder Nähe von «, un- 


G:, 


*) Acta math. Bd. 13; Picard, Traite d’Analyse, Bd. III, S. 157—162. 
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endlich viele «; liegen. Wenn r eine beliebig kleine und $' eine beliebig 

grosse positive Zahl darstellt, so ist sicher eine Zahl $>> vorhanden, so 

dass |e:—o,| <r ist. Wir werden sehen, dass für jeden Werth x = «, 
e; “,)| = €r> 

also 


lim f(x,o,) = 0 


+02 


ist. Nehmen wir an, es sei für einen gewissen Werth > nz, 


IC, “)| r ea 

Ist eine positive Zahl d 
I< IE, w)|—8r 
beliebig gegeben, so ist wegen der Stetigkeit von f($,«) als Function von 
o eine positive Zahl r so vorhanden, dass für alle der Bedingung |e—e,| < r 
genügenden Werthe « 
fe, 0) fl, “| < 0 

und demnach 

f g, a)| > 8; 
ist. Das widerspricht aber der vorhin gefundenen Thatsache, dass es 
Werthe @ mit |e—a,| <r so giebt, dass für gewisse Werthe 5 >$ 


_ 


also 
IC; a)! < er 
ist. 
Dass y,= f(x, o,) das einzige Integral mit ‘dem Grenzwerthe V ist, 
wird folgendermassen gezeigt. Für die Differentialgleichung, welcher 
32 = y—y, genügt, 


‚ ds 


I +Pz’+(a+0+2Py)z = (0, 


zT 


hat man, wenn 


IPI<Jd, |Q+2Py|l<oI,; lmd, = 0, 


z=+% 
R—a)— 4 ) 
an in. ER URS EZ En = 0 
Ö, A ee 
ist. 
d] o|% R . 1 
gi Bin loglal I" 1. >> 0 für || ar and 


dx €, 
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Es ist demnach 


limz = 
z=+n 
für alle Integrale ausser z = (0. 
Bisher war (a) < 0 angenommen: im Falle Ra) > 0, welcher 


durch die Substitution y = y auf den früheren zurückgeführt wird, ist für 


ein partieuläres Integral lim y=x, für alle anderen Integrale lim y = 0. 
Die Gleichung (1.) wurde durch die Substitution 
Ks + Ki, 
"m s+1 


auf die Form (5.) gebracht; den Werthen zs=» und z=0 entsprechen 
y=K, und y=K,. Es ist demnach für ein einziges particuläres Integral 
limy=K,, für jedes andere Integral lm y=K,. Wegen 
2a,K,+b, = Yb;—4ayc, 
ist A, diejenige Wurzel der quadratischen Gleichung (4.), welche der 
Quadratwurzel mit positivem reellen Theile entspricht. 
Das Verhalten der Integrale der Differentialgleichung (1.) wird ge- 
nauer dargestellt durch den folgenden Satz: 
„Wenn x als reelle positive Grösse ins Unendliche geht, wird jedes 
Integral der Differentialgleichung (1.) durch die Reihe 
F = K++ 34. 

z—z 
asymptotisch dargestellt, mit Ausnahme des einzigen Integrals mit dem Grenz- 
werthe K,, welches durch die Reihe 

F' = K,+ . dr u OB 


u 78 
zT 


asymptotisch dargestellt wird; d.h. es ist für n=(0,1,2... 
1 n I Ki K,, 
lim x (y-K,- tn ) 


—+R 5 T 


= (U 


für jedes Integral y mit Ausnahme eines einzigen, für welches 


’ un Ki u 
lim x" (y—K, _— — ) = UV 
a x gr 
ist.“ 
Setzen wir 
- Be En; E25 
4) = a" +Ay’+By+C 
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und 


= 5 


n — ’ 
uns. 8° 





so haben wir, da die Reihe F der Differentialgleichung /(y) =0 formell 
genügt, 


—— 


4(F,) = 


1 \ in 1 
wog, (—) eine gewöhnliche Potenzreihe von — darstellt; die durch die 











Substitution 
L) K, K, Zn 
(6.) m Ber > + 
entstehende Differentialgleichung für 2, 
a( An 
P+ 
schreibt sich 
yon dz A EP 
/ —ı ke F 
(1.) T dx r a” — ar )5n 2 =), 
woraus lim z, zu bestimmen ist. 
=+n 
Wir benutzen zunächst die se 
/p! K,, | 2. 
(6) y-KRtlte4 4 


und bezeichnen die so entstehende Gleichung (7.) mit (7.) Wegen 
R(b,+2a,K,) > 0 

ist in diesem Falle für ein einziges Integral lim z, = x, für jedes andere 

Integral lim z,= 0. Jedem Integral y von (1.) mit dem Grenzwerthe K,, ent- 

spricht ein Integral von (7) mit dem Grenzwerthe 0; denn das einzige 

Integral 2, mit dem Grenzwerthe © muss dem Integral y mit dem Grenz- 

werthe X, entsprechen, da aus limy=K, nach (6.) limz,=»x folgt. 

Demnach wird jedes Integral y mit dem Grenzwerthe Ä, durch die Reihe 

F asymptotisch dargestellt. 

Setzen wir nun 


K; Zn 


(6".) ya K+ +. A Z 


so besitzt die entstehende Differentialgleichung ei wegen R(b,+2a,K,) < 0 








Horn, über das Verhalten der Integrale von Differentialgleichungen. 267 


\ 


ein einziges Integral z) mit dem Grenzwerthe 0; da zufolge (6".) die 
Gleichung lim z, = 0 die andere lim y=K; zur Folge hat, so muss dem 
einzigen Integrale y mit dem Grenzwerthe K, das Integral z/ mit dem 
Grenzwerthe 0 entsprechen; d. h. die Reihe F” stellt das Integral y mit 
dem Grenzwerthe X, asymptotisch dar. 

Die Veränderliche x möge jetzt mit dem Argument » ins Unend- 
liche gehen: 

s«@erd", limr= oo. 
Die Gleichung (1.) wird 
(1.) e" ay +etDe(Ay’+By+C) = 0: 


dr 
die Gleichung 
(4.) e*+Do (4, K?+b,K,+c,) = 0 
hat die Wurzeln K,, K,, aber die Rolle, welche früher X‘, spielte, fällt jetzt 
derjenigen der beiden Wurzeln zu, für welche R(e*""a,K,) den grösseren 
Werth hat. Es sei 


a,Ku—K,) = a+iß, 
dann ist 
RetDoa,(K,—K,)) = @cos(k+ 1)» — Asin(k+1)w:; 


N wird gleich Null, und unsere Methode lässt uns im Stich für 


ty(k+1l)vo = n 
\ fr} 
also für 2%+2 Argumente 


NT 
u), — W,-7 - . ( E20 ZoPi) 
k+] 


Für 

WW; ww << Von-i 
wird, wenn in diesem Gebiete # > 0 ist, das allgemeine Integral durch die 
Reihe F' und ein particuläres Integral durch die Reihe F" asymptotisch 
dargestellt, während in dem Gebiete 

Dom WO << Dans 
in welchem R <- 0 ist, die Reihe F" das allgemeine und die Reihe F ein 
partieuläres Integral asymptotisch darstellt. 

„Es lassen sich 2k+2 Winkel w,. w,.@,,.... welche eine arith- 


2 En 
35* 
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st 

k+1 
einem Argument w zwischen », und w,, zwischen w, und w;, u. s. w. ins 
Unendliche geht, alle Integrale der Differentialgleichung (1.) mit Ausnahme 
eines einzigen durch die Reihe 


metische Reihe mit der Differenz bilden, so angeben, dass, wenn x mit 


Kı K; 
! = 
K,+—-+ Fe Eher 

dagegen für ein Argument w zwischen w, und w,, zwischen w, und w, u. s. w. 
alle Integrale bis auf eines durch die Reihe 

Ki 


Mn 


rr 
K,+ 





K; 
+ —— 222 
x 


asymptotisch dargestellt werden. In jedem Gebiete, in welchem die eine Reihe 
unendlich viele Integrale darstellt, stellt die andere Reihe ein particuläres 
Integral asymptotisch dar“. 


Um die Bedeutung der asymptotischen Reihen noch anschaulicher 
darzustellen, setzen wir in der Difterentialgleichung (1.) 


1 
! 
so dass wir die Differentialgleichung 


n 7 d > 
(8.) ER = Ay’+By+C 


mit der Unbestimmtheitsstelle 2= 0 und den Üoeffieienten 
A = ntat+ot+-- uS8 w. 
erhalten, welche durch zwei Reihen 
(9.) F= K,+Kt+K;t+-- 


formell befriedigt wird. Wenn die Veränderliche # mit einem von w,, @,... 
verschiedenen Argument ® nach £=0 geht, stellt die eine Reihe F ein 
partieuläres Integral, die andere Reihe jedes andere Integral asymptotisch 
dar; es ist für den betreffenden Weg und das betreffende Integral 


yoFr, 


wie wir eine asymptotische Gleichung kurz schreiben wollen. Asymptotische 
Gleichungen dürfen zwar nicht ohne Weiteres differentiirt werden, aber dass 
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hier trotzdem die asymptotische Gleichung 
dy dF 


dit dit 
ü 


dF .. in ER Pr 
besteht, wo —,- die durch gliedweise Differentiation von F gebildete Reihe 


darstellt, ergiebt sich folgendermassen. Nach den Sätzen des Herrn Poincare 
über das Rechnen mit asymptotischen Reihen *) ist 
Ay’+By+C _, AF’+BF+C 


jk+? f’ 


. 
2) 


ae Jon . ’ — . dF 
da nun aber, weil F der Differentialgleichung (8.) formell genügt, mit 


di 
AF?+BF--C 
gk+?2 
übereinstimmt, so ist 
dy dF 
dt dt 
Aehnlieh erhält man 
d’y d’F 
er S, 
di® Bern. 
Es ist demnach 
lim y = Ä.. 
i l 
lim ” = 1!Ä.. 
(10.) . 
i 1° . 
8; =: 2!K,, 
dt? 





wenn £ auf dem betreffenden Wege nach der singulären Stelle = 0 geht. 

Die asymptotische Reihe (9.) liefert die Grenzwerthe einer der Diffe- 
rentlialgleichung genügenden Function und ihrer Ableitungen auf einem gewissen 
nach der Unbestimmtheitsstelle t=() gehenden Wege den Gleichungen (10.) 
zufolge in derselben Weise, wie eine convergente Potenzreihe die Werthe der 
Function und der Ableitungen an der regulären Stelle t=(). 

Bisher waren die Wurzeln der Gleichung (4.) als verschieden vor- 
ausgesetzt; jetzt möge K, eine Doppelwurzel, also 2a,K,+b,=0 sein. Die 





*) Act. math. Bd. 8, a.a. 0. $ 1; les methodes nouvelles de la mecanique celeste, 
Beginn des zweiten Bandes, für Reihen, welche nach Potenzen eines Parameters fort- 
schreiten. 
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Differentialgleichung (1.) geht durch die Substitution 





(11.) z=u, y=-=K+— 
über in 
(12.) Ju 2 + A8’+(Gu- zr)s+Hu = 0, 


wo gesetzt ist: 


G=2AK,+B= ++ 


u 
H= ABS+BEAO= tt. 


limz=K, genügt der Gleichung 
a,K,+h = (0, 
welche, wenn h=a,K,+b,K,+c, von Null verschieden ist, zwei verschiedene 
Wurzeln K,, K, besitzt, und zwar möge R(a,(K,—K,)) > sein. Wir er- 
halten aus (12.) zwei Reihen 
! ' K! ' ! K'' 
D — re, PD" =K, ar he} 

wenn a als positive Grösse ins Unendliche geht, wird das allgemeine In- 
tegral von (12.) durch 2, ein partieuläres durch 2’ asymptotisch dargestellt. 
Für y ergeben sich die Reihen 





rf= Kt + a f 
(13.) ae 0 
| F = K+ = Wr se 


und zwar stellt #" ein particuläres Integral, F' alle Integrale mit Ausnahme 
dieses einen asymptotisch dar, wenn x als reelle positive Grösse ins Un- 
endliche geht und x’ positiv genommen wird. 

Auf die Untersuchung aller Fälle wollen wir nicht eingehen. 


82 
In der Differentialgleichung 
de , „mn iw 2 
(14.) Er +eP— +2" 0w = 0 


sei 4 eine ganze positive Zahl einschliesslich Null (A-+1 ist der Rang nach 
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Poincares Bezeichnung) und 


Pı ı Ps 
P = Pot z us 2’ 2 ze 
( 2 
0 = atl4hr- 
in der Umgebung von 2 == reguläre Functionen. Die Substitution 
dlogw 
r zn‘ ET 
(15.) y=o@ z 
führt auf die Riccatische Gleichung 
—k dy | 24 $ ) h | 
(16.) 2 + y’+(P+ ar )y+0 = (0, 


welche, wenn die Wurzeln K,, K, der Gleichung 
(17.) K;+pK,+g = 0 

verschieden sind, durch zwei Reihen 

K' K! 





F=-K++tlr- 
(18.) EB 
j 7} ‚m; Ki’ . Br f 
F=Kk+ ar 


formell befriedigt wird, welche die Integrale von (16.) in bekannter Weise 
asymptotisch darstellen. Geht x als reelle positive Grösse ins Unendliche 
und ist R(K,) > R(K,), so stellt die Reihe F" das einzige Integral von 
(16.) mit dem Grenzwerthe X, asymptotisch dar. Ein Fundamentalsystem 
w, w' von (17.) ist für grosse reelle x eindeutig definirt; dann ist 

vo = C’w+C"w" 
und, wenn 


» 
gesetzt wird, 
dw’ dw 
68 d.r dx 
Brem o+Cw" 


Y 


Das Integral y mit dem Grenzwerthe K, möge dem Werthe ( 
'=0) entsprechen; es ist demnach 


= (also 


‚ _ + dloew’ „ 


, . dloew'' au 
lim” = — K,: 
dx 
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die erstere Gleichung gilt auch, wenn wo’ durch ein beliebiges Integral « 
ersetzt wird, für welches C’ von Null verschieden ist. 

Wir verstehen unter y’ ein Integral von (16.), welches durch die 
Reihe F', und unter y’ dasjenige Integral, welches durch die Reihe F" 
asymptotisch dargestellt wird; wir setzen, unter x, eine hinreichend grosse 
positive Zahl und unter w,, w, Constante verstehend, 


SS rar 

(19) u N, 
5° ak yrdx 

w' = we - 





und leiten unter Weglassung der Indices aus der asymptotischen Reihe F 
für y eine asymptotische Reihe für 





S"yaz 
(19.) w = we" 
her. Aus y—F folgt 
1 
«*y— (K,a*t K,a"+..-+K, = B5 el ri lime, = (0. 
u=?2 z=n 


Wenn &, eine gewisse Function von x bezeichnet, welche dem absoluten 
Betrage nach kleiner als &, ist, so ist 





fit &n dx ua fr dx hr 4 Br Bu 0 
EZ pm ee = V 
; ar x aut m a" x un, 
also 
“2 >. , Krzı \) > Man & 
/ ı? y-(K,x +... K,+ e zu) de — | Bi; ee -- m 
7 u=ı ua x 


= Sayda- £ (Kat. HR U) de 


+ f° Ia’y — FE ++) de, 
d.i. wenn logw, eine von x, abhängige Constante bezeichnet, 


S wyde(Ka + ++ Kir) 


r, 








Pr K,ı +1 En 
— K,,,logre-+logw, - u u Zu PT 
Wir haben demnach die asymptotische Gleichung 
vu gi &, Krrurı 
J z'yde—(K, KT ++)-R,uloge+logw, EN = Fr 


r, 
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aus welcher nach einem Poincareschen Satze*) die asymptotische Glei- 
chung folgt: 


(20.) wue e a re ze 


Wenn wir dieselbe Grösse w,. welche bei der Integration aufgetreten ist, 
bei der Bestimmung von w nach (19.) verwenden, so schreibt sieh (20.) in 


der Form 


y | ! 1 
K +... + K,a 


21.) = e k+1 A gi (L,+ I "RER VG L & € 


L- HM —— + lim: u 
Tr x z = 


Wir haben demnach die asymptotische Darstellung des Integrals w der 
linearen Differentialgleichung (14.) durch die Normalreihe 


ni . - K - Erw 7 K, re K Er. I L 
(22.) Pe“ zit (L, 


/ ae 2 UT ı Pr 


nachgewiesen. Die beiden Normalreihen, welche den Werthen X, = K, und 
K,= K\' entsprechen, mögen 7’ und %#” heissen. 


„Es sei W(K,—K,) > 0, wenn K,. K, die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (17.) darstellen, und x gehe als reelle positive Grösse ins Unend- 
liche. Es lässt sich ein Fundamentalsystem w, w der linearen Differential- 


gleichung (14.) so auswählen, dass die asymptotischen Gleichungen bestehen: 


I- 4.1 
mu; 


e Kı - 4.0: K; y K 4 f I ’ ] 
k+]1 | ’, 4 4 
ve x (Lu+ 4 —_ 
\ x oe” 2 
„K+1 " 
! Ko 1 ++ +Äza Ky 1 [ zZ L” L wer 
PR k+1 Et A ne A RE 
u e A (Lu 2 dee rt 00 


Dies ist aber das von Herrn Poincare (Act. math. Bd. 8) mit Hülfe der 
Laplaceschen 'Transformirten für lineare Differentialgleichungen mit rationalen 
Coeffieienten (zunächst für k=0) gefundene Resultat, und wenn wir in 
Formel. (21.) »=0 setzen, haben wir das speciellere Resultat (Am. 
Journal Bd. 7): 


I „ar! A r 
—I Ko Gr -Rr 4 L 
s,)4 


limıv'e % — 
z=% 

(x3 ar ) „ 
. u BITTE —Kıı 
lim’ e x i=-L 
rr=% 





*) Act. math. Bd. 8, S. 298 — 300. 
“)L =1. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 4. 
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wo Z,, Z, endlich und von Null verschieden sind (für die oben ausgewählten 
Integrale gleich 1). 

Man sieht auch, dass das Integral 

vo = Cw+l"w", 

worin C’ #0 sei, durch die Normalreihe C’ #7’ asymptotisch dargestellt wird, 
und es ergiebt sich weiter aus einem Satze über die Riccatische Gleichung 
der folgende Satz: 

„Es sind 2k+2 Winkel w, (n=(,1,....2k+1) mit der Differenz 
0,— 0, , = re so vorhanden, dass jedes Integral w der Differentialgleichung 
(14.) mit Ausnahme eines einzigen durch die mit einem geeigneten constanten 
Factor versehene Normalreihe ?' oder 7” asymptotisch dargestellt wird, je 
nachdem das Argument w, mit welchem x in die Unbestimmtheitsstelle x = x 
geht, zwischen w,, und w,,,, oder zwischen w;,_, und w,, liegt, während die 
andere Normalreihe immer ein particuläres Integral”) asymptotisch darstellt.“ 

Die 24-+2 ausgeschlossenen Argumente w, bedürfen noch einer be- 
sonderen Untersuchung *”). 

Im Falle X, = K, werden die Integrale der Differentialgleichung (14.) 
im allgemeinen durch die aus (13.) vermöge (19.) hervorgehenden „anor- 


malen Reihen“ asymptotisch dargestellt. 
Charlottenburg, 28. Mai 1896. 





*) Dabei sind Integrale, welche sich bloss durch einen constanten Factor unter- 
scheiden, als identisch betrachtet. 

**) Vgl. den. zweiten Aufsatz des Herrn Kneser (dieses Journal Bd. 117) in Betreff 
einer specielleren Differentialgleichung unter Beschränkung auf reelle Grössen. 

















Ueber die Principien der Mechanik. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 





Di. Prineipien der analytischen Mechanik, welche von Lagrange, 
Hamilton und Jacobi in strenger und eleganter Form entwickelt worden 
sind, haben in neuerer Zeit nach zwei wesentlich verschiedenen Richtungen 
hin Erweiterungen erfahren, welche für die mathematische Physik von 
grösster Bedeutung wurden. 

Während die ältere Mechanik das Ainetische Potential in der Form 
zu Grunde legte 

H= -T-U, 
worin 
T = 3 Zm(@’+yl+3,)) 
die lebendige Kraft oder actuelle Energie des Systems, U die nur von der 
Zeit und den Coordinaten, nicht von deren Ableitungen, abhängige Kräfte- 
function oder negativ genommen die potentielle Energie bedeuteten, und mit 
Hülfe derselben unter Zuziehung äusserer Kräfte die Lagrangeschen Be- 
wegungsgleichungen in der Form entwickelte 
dH d dH 


dp, "U Er )HR, m 





welche wiederum auf die entsprechenden Variationsprobleme und auf die 
allgemein gültigen Gesetze der Bewegung hinüberleiteten, welche als Prin- 
cipien der Mechanik bezeichnet werden, forderte die Entwicklung der 
mathematischen Physik, und zwar zunächst die Aufstellung des Weberschen 
Gesetzes von der Wirkung zwischen elektrischen Massenpunkten, die Ein- 
führung von Kräften, welche nicht wie die bisher behandelten nur von der 
Lage der Punkte sondern auch von den Geschwindigkeiten und Be- 
schleunigungen derselben abhängen, und vor Allen hat C. Neumann die 
Frage nach der Zusammensetzung der Function U aus den Coordinaten 
und deren ersten Ableitungen aufgeworfen, wenn die Gültigkeit des 
36* 
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Hamiltonschen Integralprineips erhalten bleiben soll. Wesentlich anderer 
Natur und von grosser prineipieller Bedeutung ist die von Helmholtz in die 
Mechanik eingeführte Betrachtungsweise des kinetischen Potentials als 
einer Function der Coordinaten und deren ersten Ableitungen, in welcher 
unmittelbar eine Trennung der actuellen und potentiellen Energie nicht er- 
sichtlich ist, welehe aber den Energievorrath des gesammten Systemes ein- 
deutig bestimmt und wiederum die Grundfunetion für die Integralprineipien 
der Mechanik bildet, woraus sich dann die von Helmholtz aufgestellte und 
von Hertz übernommene T'heorie der verborgenen Bewegungen weiter ent- 
wickelt hat. 

Ich beabsichtige nun im Folgenden”) den Untersuchungen von 
Neumann und Helmholtz eine allgemeinere Gestalt zu geben und eine Reihe 
von Ergebnissen rein mathematischer Natur vorzulegen, ohne mich in eine 
Besprechung der Frage einzulassen, in wie weit die Physik diese Verall- 
gemeinerung, nämlich die Einführung von Kräften erfordert, die nicht nur 
Funetionen der Zeit und der Coordinaten sind, sondern auch von den Ge- 
schwindigkeiten, den Beschleunigungen und noch höheren Differential- 
quotienten des Weges nach der Zeit genommen abhängen. Es werden 
dadurch sämmtliche Prineipien der Mechanik eine weit umfassendere Be- 
deutung gewinnen und vielleicht als mathematische Sätze einiges Inter- 
esse bieten, 


I. 


Hülfsatz betr. eine identische Beziehung zwischen den Differentialquotienten einer Function. 


Um die nachfolgenden Untersuchungen nicht zu unterbrechen, soll 
zunächst ein Hülfsatz vorangeschickt werden, der gewöhnlich nur für die 
partiellen Differentialquotienten der nach der Zeit genommenen Ableitungen 
der Entfernung zweier Punkte von einander entwickelt wird, welcher jedoch 
für beliebige Funectionalbeziehungen gültig ist und im Folgenden mannig- 
fache Anwendung finden wird. 

Wenn 

R=fl,®,y, 2 ...) 
segeben ist, so wird das ote totale Differential von AR, wie ich früher 


*) Einen Theil der in der vorliegenden Arbeit enthaltenen Resultate habe ich be- 
reits in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom Juli und Oktober 1896 und 
Maerz 1897 veröffentlicht. 
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gezeigt habe”), durch den Ausdruck dargestellt 


! 
ER = 3 
en n.!'n.!...n,! mn»  (uN” 
MNner; N, 0 ı°® go .. o* (1!) (23) ...(0,) u 


(n, +2naz+3n,;++--+on, = 0) 


oR IR OR % 
( de + dy +) 
OL oy . , 


ot 
SR. Mn rs 
Gr d’t- Ep dsc+ - E dy+) 
IR ‚ OR OR \") 
( u d’t+ —— d’c+ —— d’y +) 
ot OX oy 


worin die Potenzen in bekannter Weise symbolisch zu verstehen sind. 
Fassen wir nun £ als unabhängige Variable und x, y, 2, ... als Fune- 
tionen von £ auf, so wird sich hieraus durch Division mit di, wenn 


d’R d’x d’y 


- = RW — = 2 = y», 
di’ ’ di ’» dr Y 
gesetzt wird, die Beziehung ergeben 
! 
R —— DY ge 
N,,N rn > () n, !n,! n,! (11!)" (21)’ ...(0!) i 
(n, + 2!nz + +++ 4 on, = 0) 
/oR OR oR _ 
\ a I er 
atatntt) 
DE 5 OR \ 
1. ( e " Es, ? EUER 
( ) ÖX oy Y ) 
f oR e R ) o—1 
[ ‚(o—] ! o—1) ı & 
(gen + Tyler +...) 
x OL oy 
OR oOR No 
( ae) L y\*’ + ..) i 
or u ' 





Durch partielle Differentiation nach = folgt nun 


I on im luml..m! Am Alm...(AN%...(oN’e 
NN Ng j’ ge.» Are. (t:) \2.) ( J 0. 
(n,4 Inst + tin + ron, — 0) 
oR Gm”. "/OR %, . 
l . ı 
( n + N di sage all 
ot OX OR 
r) un,’ 1 en n 
n OR [ oR a" +.) I 2 f Ü R @ XL...) 0 
. 0X \ Or \or 7 


*) „Ueber das Bildungsgesetz der höheren Differentiale einer Function von Func- 


tionen“. Mathematische Annalen Bd. 27. 
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oder wenn n,=v,+1 gesetzt wird, durch eine einfache Umformung 
EEE in > e(@-1...(e-+1) (e—M! ö 


or) NN Yen gf > 0 w...3 n Innt..n-i! C 
tn HA + Hle—An,—. = 0-1) 





1 
ANA... lea)" d 























OR OR r N, oR 4 N, 
d2 \ dt +, = ge (ir +) 
29) eine q fi 0 
5 ua ) 2 .)‘ 
und somit aus (1.), wenn e durch o—4 ersetzt wird, 
2.) OR) we e(e—1)...(g-4+1) OR(e-4) 
(2. 0m Or 
und hieraus 
[ d* zOR@ (hi e(e—1)...(e-A+1) d 
3, ar 75.1 de 
x: _ ee —1)...(g-4+1) OR , 
bit 1.2.8 oz 





so dass sich die Identität ergiebt 





AR“) d (/OR@ d?’ OR“) de z OR“) 
ia\ SE, en > > ” 
4) O2 — diN\N OR ) di? \ Ox" )-: a 1) die \ Ox(e) 0, 


welche man auch unmittelbar aus den Prineipien der Variationsrechnung 
folgern kann, indem unter der Annahme, dass x, «, €", . 
Integralgrenzen £, und i£, keine Variationen erleiden sollen, 
OR d/ORW OR 
(0 = a 
8 RO(, 2)dt = / [-- St t+eD (25 5) |0rat 


/ 
1a 





.., 2 an den 


= IIR"IG, z)—Re»’(t,, ©)! = 0 
ist. 
Sind nun R,,R;,... Funetionen von £ und den u Grössen p,, Pa +++, Pu> 
weiche selbst wieder als Funetionen von # aufgefasst werden sollen, und sei 
> FR, RR. RN RR, 


so wird, wenn s einen der Indices 1, 2, ..., « bedeutet, 











*) da fürrS=glt,a,y,...) wegen = eg os rt 
oO (ds 0°’S E= ai v4 
AN) Rare ur: day (3 =) 


ist. 
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oV OR oV OR oV OR oV OR, DE ZH KB GR 
=- ee a ar a ++: Ir a —- tor ot 
OR, Op; OR’ Op, OR" Op; OR, Op; OR‘, Op, OR! Op; 
oV OR, DV © R, 00V OR, oV OR! 
== OR on) "+5 m nen Ham on + ame on +... 
ae oV OR” A... 
2 en une + am og 
und somit, da nach (2.) 
OR“) OR, 
pe op 


und nach (4.) 
OR“) d du 


th 


OR“) .) @ ( ok“) _(_1Ye de ( 
op de\ op IT a \ opl )- + de \ 


ist, die auch aus der Variation des Integrals folgende Beziehung 


OR“) 
= 0 


( pP) 








oV dfoV d’ oV Ä u ER 5 
Fr reiten rl Eon )- + ml | ) 
Ip; t \ op! lt OP; ; di \op 
| oV BEDEL- 708 a "7.08 OR 
(9.) = } dt VOAR' ee , | a 7) + 1) ) | 7) ”) 
(9%) LoOR, dt \oOR, ‚ di \ ok, di? \oR\ op, 
| oV d ( Ö a d’ ( oV PETE 5 ( oV OR, 
+ LOR, di \öR', rap OR” rt rT an) ps 





die wir dem Folgenden zu Grunde legen. 

Als Anwendung der Beziehung (5.) mag der Fall hervorgehoben 
in welchem ein System von Punkten durch anziehende oder ab- 
wenn W eine Function der Zeit £, 


werden, 
stossende innere Kräfte bewegt wird, 
der Entfernung je zweier Punkte r von einander 
nommenen Ableitungen bis zur vten Ordnung hin ist, 


die. 


und deren nach / ge- 


durch den Ausdruck 


gegeben sind 


oW d ua ?? (or pP (OWN 
er Or dHNör +5 + +2) dir (3) / 


und somit die Ableitungen von r bis zur 2vten Ordnung hin enthalten. 


Werden die Coordinaten der beiden Punkte, deren Entfernung r ist, mit 
%ı, Yı, 3, und x, Y, 3, bezeichnet, so dass 
(1-2) ty) +2) 





*) Vgl. Scheibner, Zeitschr. f. Mathem. u. Phys. XIII, Recension der Prineipien der 


Elektrodynamik von C. Neumann. 
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ist, so folgt aus (5.), dass, wenn R,=r, p,= x, gesetzt wird, 

oW d roW d’ z0oW Me oW ‚ or x —T, r 
02 dt \Ox )+ di? (der )- +1’ de (m) ons or, sr .. =Ä, 
ist, und ähnlich für alle Coordinaten, wenn X, Y., Z,, ... die Componenten 
der Kraft V bedeuten, und es sind somit die Kräfte V innere Potential- 
kräfte, wie dies neuerdings wieder *) von ©. Neumann für solche Functionen 
W, welche nur die erste Ableitung von r enthalten, also auch für das 
Webersche Gesetz nachgewiesen worden; doch konnte es bei den bisher 
dafür gegebenen Beweisen scheinen, als ob diese Sätze von den Eigen- 
schaften der Differentialquotienten der Entfernung zweier Punkte abhängen, 
während die Relation (5.) in der T'hat für alle Funetionalbeziehungen gültig 
ist. Der Beweis von der Allgemeinheit des obigen Ausdruckes der inneren 
Potentialkräfte durch Bestimmung von W als Funetion der Zeit, der Coor- 
dinaten und der Ableitungen derselben nach der Zeit genommen bis zur 
vten Ordnung hin kann genau so hergeleitet werden, wie A. Mayer dies 
für den oben erwähnten speciellen Fall C. Neumanns gethan hat **). 


Il. 
Die erste Form der erweiterten Zagrangeschen Gleichungen. 
Seien » Punkte eines Systems gegeben, deren Coordinaten wir mit 
Tı, Yı, Zıs Fa, Yay Bar “een Las Uns En 


bezeichnen, und die von bestimmten Kräften in Bewegung gesetzt werden; 
die Bewegungsfreiheit der Punkte mag durch m in den virtuellen Ver- 
schiebungen lineare homogene Gleichungen von der Form beschränkt sein 


fi da + pı1 Iyı + WW 03,4 fo dm ty. Ip + Wa dat 
tft ya tn I >! 

fh dx, + fa, dyı+ Wy; O3, + fa O2: +Y Öy.+ Wa 02,+:-- 

(1.) + fi ÖEH Pn Oyat Yan 02, = 0, 


ae Or, + P ni Oy, + Yn Ö2, + fm: dr, + Pan Öy; 7 Vu? O2, + ze 
is fm dr, + P un Öy, + Win Öz, 2 v, 





*) „Allgemeine Untersuchungen über das Newtonsche Prineip der Fernwirkungen“ 
1896. 8.230. 

**) Berichte über die Verhandlungen der Königl. Sächs. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig“ 1877. 
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worin die f, y, w stetige Funetionen der 3» Coordinaten und der Zeit sind, 
und die Differentialgleichungen (1.) nicht integrirbar zu sein brauchen; sind 
die Bedingungsgleichungen in endlicher Form gegeben, so sind sonach als 
virtuelle Verrückungen solche zu definiren, welche diesen Bedingungen ge- 
nügen, wenn man die Zeit £ unverändert lässt, so dass, wenn letztere explieit 
in den Gleichungen enthalten ist, die wirklichen Veränderungen keine vir- 
tuellen sind. In allen Fällen wird der von Lipschitz für die Gültigkeit des 
Prineips der virtuellen Geschwindigkeiten geforderten*) Bedingung genügt, 
dass man die kleinen Verschiebungen als unendlich kleine derselben Ord- 
nung zu betrachten hat. 

Es werde nun angenommen, dass während des Verlaufes der unab- 
hängigen Variablen # die Coordinaten und deren Ableitungen der Bedingung 


unterliegen 
» (OH d oH\ d’ OH lv OH \ 

y' ni 

eh dm di au. re P\öc Bi ie en 25 lan E Oi, de, 





m goH OH una, 
2) Fr: öyı Ö arts dı? zZ (3 yo) r R,, 27 
OH dy/oH d’ / oH | oH 10 
+2 di 2a ar 2 art +-1’ ( ar)- S: 0, eh 


worin H eine gegebene Function von £, den 3” Coordinaten und deren Ab- 
leitungen nach der Zeit bis zur vten Ordnung bedeutet und in Analogie 
mit der Mechanik das Ainetische Potential genannt werden möge, Q,, R,, S, 
gegebene Functionen der Zeit und der Coordinaten sind, und die Variationen 
Or, Oy,, 02, jedes beliebige Werthesystem bedeuten sollen, welches mit 
den Bedingungsgleichungen (1.) verträglich ist. Da, wenn 
(3.) H= —-T-U 

gesetzt wird, worin T die lebendige Kraft und U das Potential der inneren 
Kräfte im gewöhnlichen Sinne bedeutet, wenn ferner Q,, R,, S, die Com- 
ponenten der äusseren Kräfte darstellen, die Beziehung (2.) in 


u oU duN\N. 
3: (- Dr, — 0, +m,- Fr. Yen +(-5, -—R, +m, Joy 


ol d’ 2. us 
+ (- Er RR + m, Fr )dz,\ = (0) 


übergeht, so soll auch die allgemeinere Gleichung (2.) das d’Alembertsche 
Prineip genannt werden. 


*) „Bemerkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges“, ds. Journ. Bd. 82, S. 327. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 4. 31 
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Aus (2.) und (1.) folgt nach dem Prineip der Multiplicatoren für 
ke 1, Binunıde 


(öH dyöoH ser 
a de (Zr m) 0, +4, fix +4, fat Al = a Ö, 
oH dyoH u 
(a) So a PROBE. (ae nn) —R + hp that tum = 0, 
oH dyoH d’ / OH R N 
ee Eure Du) TI An = 0, 





und diese Gleichungen sollen analog den bekannten als erste Form der La- 
grangeschen Gleichungen bezeichnet werden. 


II. 


Die zweite Form der erweiterten Zagrangeschen Gleichungen. 


Seien nun, wenn 3n—m = u gesetzt wird, Pu, Pa +++, P„ w von ein- 
ander unabhängige Variable, die wir auch Coordinaten nennen wollen, und 
durch welche in jedem Zeitmomente der Zustand des gegebenen Systemes 
vollständig definirt ist, so dass die sämmtlichen Coordinaten durch das 
Werthesystem von p,, Ps, » ++, P„ bestimmt sind, so müssen die Differential- 
gleichungen (II. 1.), welehe nunmehr als integrabel angenommen EN durch 


A) 
dr, = e Op, + + - opus dy, = — Ze dp. +: >23 Pu 
I x, 
O2, = Fr Ip te 5 Pı 


befriedigt werden und wegen ai Unabhängigkeit der Variationen dp,, 
OP, :.., Op, von einander die m Beziehungen liefern 


Ir oy 02; 
3: ir = ir Pır on. Wr on | =, 
Ox Oyı di, a 
53 Tan Op; Tr Pak Op + Wk op, | Zi Ö, 


worin s die Werthe 1, 2, ..., # annimmt. 
OL; ) 
Multiplieirt man nun a Gleichungen (4.) mit —-, Mm Dr und 


addirt dieselben, indem man %k die Werthe 1, 2, ..., » annehmen lässt, 
so folgt aus dem oben bewiesenen Hülfsatze (I. 5.), wenn die AR daselbst 
die Coordinaten vorstellen, und 


n en Oyk Or 34 
- 2:0: Ops +2, 19 | = ff, 
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gesetzt wird, worin P, eine Funetion von f, p., Pax... p 
s=1, 2, ..., «a die Beziehung 
oH dy/oH d’ oH ‚d’ (cH 
yes DER iuey Pr 
(1.) Op; di ( op! )+ di ( op! ( 1) dt’ er ,)- P, 0. 
die wir als zweite Form der Lagrangeschen Gleichungen bezeichnen wollen, 
und welche für die Substitution (II. 3.) in 


“7 MR... 
di \ Op! Op; 


bedeutet. für 


7 


-+P,=0 


übergeht, worin P, die Kraft bedeutet, mit welcher das bewegte Körper- 
system auf eine Aenderung der Coordinate p, hinwirkt, so dass —P, die 
aeussere Kraft ist, welche auf das System in der Richtung der Coordinate 
p, einwirken muss, damit die vorausgesetzte Bewegung des Systemes in der 
angenommenen Weise vor sich gehen kann: es ist aus der oben gemachten 
Bemerkung, dass die Integrabilität der Differentialgleichungen (II. 1.) vor- 
ausgesetzt werden müsse, ersichtlich, dass die Zagrangeschen Gleichungen 
in ihrer zweiten Form nur unter beschränkteren Voraussetzungen gelten 
als die erster Form*). 

*) Freilich giebt es, wie Hertz in seinen „Prineipien der Mechanik“ hervorhebt, 
ausser den Fällen, in welchen die Bedingungsgleichungen unbeschränkt integrabel sind. 
und in denen er das materielle System als holonomes bezeichnet, Fälle nicht integrabler 
Bedingungsgleichungen, also nicht holonome Systeme, wie z.B. in dem Falle, dass zwei 
Körper mit ihren Oberflächen, ohne zu gleiten, auf einander rollen, da dieselben nur 
einen Punkt der Oberfläche gemein haben, während doch die Bewegungsfreiheit noch 
um einen Grad weiter beschränkt ist, und sich somit mehr Gleichungen zwischen den 
Aenderungen der Coordinaten herleiten lassen als zwischen diesen selbst. Und dies ist 
der Grund, weshalb Hertz, der nicht wie Kirchhoff das d’Alembertsche Princip dem Auf- 
bau der Mechanik zu Grunde legen wollte, weil die Herleitung desselben allgemeinere 
Voraussetzungen macht, als die Probleme der Natur sie erfordern, indem dieselben z. B. 
eine Verletzung des Prineips der Energie nicht zulassen, auch nicht das Hamiltonsche 
Princip, wie es Helmholtz gethan und worauf ich noch später zurückkomme, als das 
einzige und wahre Grundprincip der Mechanik anerkennen will, weil dieses auf holonome 
Systeme zu beschränken sei. Die Frage, ob das von Hertz aufgestellte Grundgesetz, 
welches für holonome und nicht holonome Systeme gleichmässig gilt, den Vorzug vor 
allen anderen verdient, lasse ich für den Augenblick unerörtert. 

In Betreff des Falles der rollenden Bewegung zweier Körper auf einander ver- 
weise ich auf die inzwischen erschienene Arbeit von Hölder „Ueber die Prineipien von 
Hamilton und Maupertuis“ (k. Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen 1596 H. 2), welche 
die Hertzschen Untersuchungen in wesentlichen Punkten ergänzt, und deren Betrachtungs- 
weise sich auch auf die folgenden Entwicklungen des erweiterten Hamiltonschen Prineips 
ausdehnen lässt. 


31" 
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IV. 


Das erweiterte Hamiltonsche Prineip. 


Legen wir nun die Variation des nachfolgenden Integrals zu Grunde 


f‘ (H+ 3: P,p)dt, 


fh 


wie es Helmholtz in seiner fundamentalen Arbeit „die physikalische Be- 
deutung des Prineips der kleinsten Wirkung“ gethan hat, und nehmen an, 
dass die Grössen P, als Functionen der Zeit, aber unabhängig von den 
Coordinaten während der beliebig, aber bestimmt festgesetzten Periode von 
ti, bis £, gegeben seien, dass ferner H für alle in Betracht kommenden 
Werthe der Coordinaten und deren Ableitungen während dieser Zeitperiode 
selbst sowohl wie seine sämmtlichen nach eben diesen Grössen genommenen 
partiellen Differentialquotienten bis zur (v+1)-ten Ordnung hin endlich sind, 
so wird 


> /(H4+ 5; Pp,)d = / 3 ": IC a EZ +P)dp +2, a ++ ne N 


oder da unter der gemachten Annahme 


"OH döps „ _ [rag y% td — 
Sa a )- Sa )or 


t, 


Je: ar 2: dt an]; ; -[Z 3 ; 2) Ip, I" $ y a6 Op’ )öp,dt 


17) 


iu ’Ö 8 v— v—? 
/ au eo di = ER T- [2 CaY 1 
+ et 74 ar (po) pe 


ist, wenn die Variation der Bedingung unterworfen wird, dass 
IPs Ps IPs + Ip 


für =4, und t=1t, verschwinden ra 


fur Erna SEE Eh) 


+1 Re + Pi dp ‚dt. 


Da nun die Variationen dp, von einander unabhängig sind, so folgt, dass 








\ 
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die Beziehung 
(1) 3 /"(u4 Supp)ar - 


die Gleichung (III. 1.) nach sich zieht und umgekehrt, und dass somit das 
durch die Gleichung (1.) dargestellte Hamiltonsche Princip in dieser erweiterten 
Gestalt der zweiten Form der erweiterten Lagrangeschen Gleichungen völlig 


äquivalent ist. 

Der Fall des Weberschen Gesetzes, in dem H nur von den ersten 
Differentialquotienten der Coordinaten abhängt, ist also ein ganz specieller 
Fall dieses allgemeinen Satzes; für 


C” 
stellt ©. Neumann die Beweeungseleichuneen durch das Hamiltonsche Prineip 
te) o ie) 
\ 3 AN m: 
° / (T-W)dt = 0 


W= 1+ 


r 


dar. 
Folgt man der von Helmholtz für Funetionen H, die nur von den 


Coordinaten und deren ersten Ableitungen abhängen, gegebenen Andeutung”), 
so kann man auch das verallgemeinerte Hamiltonsche Prineip in eine andere, 
im speciellen Falle für physikalische Untersuchungen wichtige Form bringen. 
Ersetzt man in der Funetion H die Grössen p‘” durch p, und fasst somit 
H als eine Function von 

6, Pın Pr »* rs Pus Pırr Pain >> +3 Parn *#er Pıvs Pars > ++) Pur 
auf, so wird die Variation 





p! oH OH 
ef "a+ 2. |Pıp- (Pı— Pi); (Pr - Mia +—(P,— Ph \dt 
f" u oH o’H ff o°H 
un m. / BRNEN, 28 4 0.0 
2.5, +P.- Eiu-D); a Erlen pi) 
O°’H 
= p‘’’) —— ) 
ö rs 2} (Par Pi) Sn... |ö» 
° Z pV 
++ Ip + +3 
| \_ OH Be ; - :\ „y)__OH | 
-[2: | Km öpnöpn (Pa pi) non, rt Pr PR) es 
u ( OH | o’I } 
PN ap öp, + Pr DE et ar OP re LE 


.). Ueber die physikalische Bedeutung ete.“ S. 219. 
































286 


3.) 





Ir 
- 





quotienten 


ist, 


! ! 
nach pP, P3; 


(2.) Fr In+ Zi Pin -(pu—n) 5, 


u 
Zi (Pa — 


B>7 ES Pi) 5 


für = 1,2, 


worin @ und y die Werthe 1, 2, ...., 
annehmen, nicht identisch Null”), so wird sich aus den Gleichungen (4.) 


*) in welchem Falle also eine in p,, .. 


tion, in dee Min. Pin ©; 


' 
’ Pu » 
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mit ah Beziehungen 


o°’H 
OPas Op;9 


ui 
Pır a Pi 


Lagrangeschen Gleichungen äquivalent sein. 


we. 


DH 


op! 


OH 
Ba An 


PR 
op, 


oH 
Opa 
pe), pP), 


und unter der Festsetzung, dass nur die Variationen 


oH 
ETC 


opt 2%” 


..,. 


1, a | ee "on 
für =, und =, verschwinden sollen, die Aequivalenz der RE 
2; oH y 
— (Pa: =D) Zn, — + (9, Pf) - 2 "Jar =0 
dr oH L OH 
BE Ie DPReTa Zen. 
- o®H 9*H 
— 5; Reh EEE en Sale) I 
Zi (Pı— Pi) = Op; ıÖp; B7 (p;, P; FE u = (), 
o°’H o°H Pr Ö?H ' a 
— Pi) Opnöps + (Pr Pi) Omnön op, +." +(p, Pl 'ön un 0, 
o’H N? 24 | 
- Er a, = 
»10Psr + (Pa pi) 20Ps: K; (Pir P; )5 „Ö TR — 0 
u. Ist nun die Determinante der zweiten Differential- 


u, und d die Werthe 1, 2,.... v 


ergeben für alle Werthe von A und r aus der Reihe der Zahlen 1,2,..., « 
bez. 1. 2, ..., v, und somit die Gleichung (3.) wieder in die Zagrangesche 
Gleichung (III. 1.) übergehen, also unter den angegebenen Bedingungen auch 
das verallgemeinerte Hamiltonsche Princip (2.) in der erweiterten Form den 


:; Pu und den ersten Diflerentialquotienten 
von H nach den Ableitungen der Coordinaten bis zur vten Ordnung hin identische Rela- 


.., pfy? nicht explicite vorkommen, 
weil die Differentiation einer solchen Relation 


F(p, BD, ung 


ausgeschlossen 


n 
M)=o 
opy 


„pi das Verschwinden der zweiten Differential- 
quotienten von H, in veh diesen Grössen genommen, nach sich ziehen würde. 
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Die Bedingung, dass die Determinante der zweiten Differential- 
quotienten nicht identisch Null sei, wäre z. DB. erfüllt, wenn 


H= W+H, 
(v) 


worin W von den Coordinaten pj, .: +, Pas #3 Piy seen Das ren Ps 22, Pf 
linear abhinge, und H, eine positive oder negative Form zweiten Grades 
eben dieser Ableitungen ist; denn wäre die Determinante der zweiten Ab- 
leitungen von H, also auch von H, nach den Grössen p,, identisch Null, 
so würden sich endliche Werthe dieser Grössen bestimmen lassen, welche 
die ersten Ableitungen von H, nach eben diesen Grössen, also auch H, selbst 
zu Null machten, ohne selbst zu verschwinden, was der Annahme wider- 
spricht. Dies würde, wie bekannt, der Fall sein, wenn H=—T-U ist 
indem T als lebendige Kraft für den Fall, dass in die Bedingungsgleichungen 
des Problems die Zeit £ nicht explieite eintritt, eine positive Form zweiten 
Grades der pi, ..., pu St. 


Das erweiterte Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 


Gehen wir wiederum von der Gleichung 


oH d d“  cH d’ oH 
ta + 164 )- +61’ am )tP = 0 
aus, nehmen aber an, dass H die Zeit £ nieht explieite enthält, was z. B. 
in dem speciellen Falle (II. 3.) verlangen würde, dass die Bedingungs- 
gleichungen und die Kräftefunetion von der Zeit £ unabhängig sind, und 

dem Falle des Weberschen Gesetzes von selbst erfüllt ist, da die lebendige 
Kraft und die Potentialfunetion von £ frei sind, so wird, wenn (Ill. 1.) mit 
p, multiplieirt und über s von 1 bis « summirt wird, sich die Beziehung 


ergeben 
7 ‚oH u u f d’ oH 
Ps Op; =2:P, dt (2 op! „+2. P; di’ (For 
s; KH f d’ C H ' 
—.++(—]1) =:P; dp (+2 + > x ‚P,p —— ), 





Da aber in Folge der Annahme, dass # in H nicht explicite vorkommt, 


dH u Ö >H p' oH u oH 
! , WELSPE he W2: um u) (v i 1) 
(2.) dt = 2 P: Op: =p $ Op’ ) I =«p. } pp”) 
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ist, so folgt durch Substitution des Ausdruckes für >, p, - aus (1.) in (2.) 
1 OPs 


dH u“ (,d „ ©H\ ‚, d’/ oH 0!" >H ‚d’ 7 oH 
dt 2. p P; 415 + P: op |+&. | Ps au: we rr P; Fra >. jp Pe es \ = 


+ Ps et PL 1) 3, /p I 2) - e 1)’p ag Ö Haus" P,p, = 


oder 

ar RI er 
EREDRaGDe 

+...+(—-1)’ 2 Z. 'p. wer = -Pp, EL, (+ REDE Fe 


und endlich durch Integration nach { 


& p) oH ‚dyoH „oHN 
ee ae 2 


2. jp. (m) - Pi a 1: dp’ + 2 Ta n 


++ (12. (> ir .=(-1y ea 


+8, / P,p\dt — A. 


worin h eine Uonstante bedeutet, oder 


d? y OH d’-!/ OH 
H— 2.05 , -3( tz ae \ä (ap) .+(-1) 2 ’e a) 


op’; 


„\oH z oH ) d’ OH ) 


. „a dr? 7 OH N) 
ar 5 op" Ta Nö") er de =? 670) 





2 u | @) OH 4 e ' Pe 
er ref En — 


worin das erweiterte Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft ausge- 
sprochen ist. 
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Setzt man 
u ‚(OH d d r6H EE : 
H— pP: .. a )+g de? ( ur + 1)' de-! (a5: )\ 
Sg OH 1y- dv-? OH \ 
5 E BB iz ao © a, ar\ m) + TE) 





M oH 
— 5, () au E, 
1 


op”) 


worin E der Energievorrath des Systemes ausgedrückt durch seine Coor- 
dinaten, seine Geschwindigkeiten und die nach der Zeit genommenen Ab- 
leitungen bis zur (2»—1)-ten Ordnung hin genannt werden soll, so folgt 
aus (3.): 


(5.) dt+ 3, P,p/dt = 0%), 


dass somit, wie es Helmholtz für den Fall des kinetischen Potentials in der 
gewöhnlichen Form ausgesprochen, auch in diesem allgemeinsten Falle der 
Energievorrath des Systemes fortwährend in dem Maasse abnimmt oder wächst, 


als die Kräfte P, positive oder negative Arbeit leisten, indem &,P,dp, die von 


1 


diesen Kräften nach aussen hin abgegebene Arbeit bedeutet. 
Hängt H nur von den Coordinaten und deren ersten Ableitungen ab, 
so geht die Gleichung (3.) in 
u } >H » 
H— Sp: Fr +2. / Pp.dt = h 


über, und ist H eine ganze hi mten Grades der p, und lautet nach 
homogenen Functionen derselben, deren Grad durch den Index angegeben 
wird, geordnet 
H= H+H+H-+--+H,, 
so erhält man 
ua... — (m-1)H,+ 2. / Pıp.dt ih 


*) Fasst man das kinetische Potential H als eine Function der Coordinaten und 
deren Ableitungen auf, welche auch die Zeit ? explicite enthalten darf, so dass man die 
äusseren Kräfte nicht abzusondern braucht, so ist, wie man leicht aus den obigen 
Gleichungen sieht, die Beziehung (5.) durch 

dE cH 


di ET 





== (U) 





zu ersetzen. 
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und es wird das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft für den Fall, 
dass alle äusseren Kräfte ?, Null sind, die Form annehmen: 
H,—H,—2H,—3H, — ---— (m—1)H, = h. 

Für den Fall, dass 4 nur eine Function zweiten Grades der ersten 
Differentialquotienten ist und gleich —T+W gesetzt wird, geht diese Grlei- 
chung in 

T+W,-W;, = h 


über, worin W, als der statische, W, als der dynamische Theil des effec- 
tiven Potentials W von C. Neumann bezeichnet wird*); es ist dies das Prineip 
der lebendigen Kraft für das Webersche Gesetz. 

Unter der Annahme, dass 4 die Zeit nicht explicite enthält, war 
also aus den allgemeinen Zagrangeschen Bewegungsgleichungen das Prineip 
der Erhaltung der lebendigen Kraft in der verallgemeinerten Form her- 
geleitet worden, letzteres ist also die nothwendige Folge der ZLagrange- 
schen Gleichungen. 

Es mag mir gestattet sein, an dieser Stelle den wesentlichen Unter- 
schied hervorzuheben, der zwischen der von C. Neumann vertretenen Ansicht 
und den von Helmholtz zu Grunde gelegten und durchgeführten Anschauungen 
über das Hamiltonsche Prineip besteht. Neumann bezeichnet das Hamiltonsche 
Prineip in der Form 


3 /(T-W)d = 0, 

worin T die lebendige Kraft bedeutet, als die suprema lex, sucht den darin 
enthaltenen Ausdruck W so einzurichten, „wie er den jedes Mal zu er- 
klärenden Erscheinungen entspricht“, und entwickelt für den Fall, dass W 
auch die ersten Ableitungen der Coordinaten enthält, wie im Weberschen 
Gesetz, das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft; es wurde oben 
gezeigt, dass diese Sätze rein mathematischen Inhaltes und ganz allgemeiner 
Natur ohne jede Beschränkung für die Function W gelten, bis zu welcher 
Ordnung hin dieselbe auch die Ableitungen der Coordinaten enthalten mag. 
Helmholtz dagegen geht von einem völlig anderen Gedanken aus, den auch 
Hertz in seinem ganzen Umfange aufgenommen hat; er legt das Hamilton- 
sche Prineip in der Form zu Grunde 


3 ariH+ ZıPıp) = 0, 


*) „Allgemeine Untersuchungen über das Newtonsche Princip etc.“ S. 235. 
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worin für ein System wägbarer Massen und fester Verbindungen H=—-T-U 
ist, wenn 7 die lebendige Kraft, U die Kräftefunetion der inneren Kräfte 
im gewöhnlichen Sinne als Function der Coordinaten und P, die äusseren 
als Functionen der Zeit gegebenen Kräfte bedeuten, und zeigt zunächst 
dessen Identität mit den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen; sodann 
wirft er die Frage auf, wie kann sich die Function 4 unter dem Integral 
des Hamiltonschen Prineips umgestalten, wenn z. B. gewisse Bedingungen, 
die für die äusseren Kräfte des Problems stattfinden, einige Coordinaten so 
zu eliminiren gestatten, dass die Form des Prineips sowie seine Gültigkeit, 
die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen darzustellen, nieht verloren geht, 
die Function H dadurch aber eine andere Gestalt gewinnt und zwar eine 
solche, wie sie sich in gewissen physikalischen Problemen darbietet, so 


dass für diese geschlossen werden kann — und das ist der Kernpunkt 
aller seiner und der Hertzschen Untersuchungen — dass sie Probleme ge- 


wöhnlicher mechanischer Natur sind, also z. B. Probleme wägbarer Massen 
mit festen Verbindungen, nur dass man nicht alle Massen sieht und alle 
Bewegungen erkennt, dass also verborgene Massen und verborgene Bewe- 
gungen mitspielen. Dadurch wird es ihm, wie wir nachher freilich in weit 
allgemeinerer Weise zeigen werden, möglich, Wechselbeziehungen zwischen 
jeder Art von Kräften abzuleiten, welche die gewöhnliche Mechanik nicht 
liefert, die uns aber die Physik in Wirklichkeit bietet. 

Und gerade diese Grundanschauungen von Helmholtz eignet sich 
Hertz ganz und gar an, wenn er sagt „wir nehmen an, dass es möglich 
sei, den sichtbaren Massen des Weltalls andere denselben Gesetzen ge- 
horchende Massen hinzuzudichten von solcher Art, dass dadurch das Ganze 
Gresetzmässigkeit und Verständlichkeit gewinnt, und zwar nehmen wir an, 
dass dies ganz allgemein und in allen Fällen möglich sei, und dass es 
daher andere Ursachen der Erscheinungen gar nicht gebe, als die hierdurch 
zugelassenen“. 

Helmholtz hat nun das Hamiltonsche Prineip mit dem Prineip der 
kleinsten Wirkung identifieirt, aber die Berechtigung hierzu bedarf einer 
genaueren Untersuchung, die jedoch erst später angestellt werden soll, 
nachdem wir noch ein anderes Prineip der Mechanik für den Fall, dass 
die Function H die Ableitungen der Coordinaten bis zur vten Ordnung hin 
enthalte, erörtert und von jeder mechanischen Bedeutung abgesehen als ein 
rein mathematisches Theorem behandelt haben werden. Zunächst sei aber 
38* 
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noch eine Bemerkung hinzugefügt, welche die Beziehung zwischen dem 
Energievorrathe eines Systemes und dem kinetischen Potential in der oben 
gegebenen erweiterten Form betrifft. 

Während, wie aus der Gleichung (4.) ersichtlich ist, der Energie- 
vorrath des Systemes eindeutig bestimmt ist, wenn das in der erweiterten 
Bedeutung genommene kinetische Potential H als Function von p,, ..., Pu; 
Pir #303 Pas #3 PI’5 :.., pl? gegeben ist, wird umgekehrt, wenn E als 
Funetion der Coordinaten und der 2v—1 ersten Ableitungen derselben nach 
der Zeit genommen gegeben ist, das kinetische Potential die Lösung einer 
partiellen Differentialgleichung sein, die wir näher untersuchen wollen. 
Zunächst ist aus der Form der Gleichung (4.) ersichtlich, dass der Energie- 
vorrath des Systemes — in der erweiterten Bedeutung genommen — nicht 
als eine beliebige Functiou der bezeichneten Grössen gegeben werden 


kann, sondern wenn v — 2 ist, eine lineare Function der Grössen 


2v—1) (?v—1) (?v—1) 
p‘ . P: 5) ” ’ .. Pu 


sein muss"), also die Form haben wird 
ıY— ıIr— Yy— 
E = E,+epi””+ep%” +. +e,p N 
worin &, &, ..., e, gegebene Functionen der Grössen 


| ' 
Pı; ER Pu» Pı; ET Pu» TE Pr Be Pr’; 
und E, eine gegebene Function der p,, ..., p„ und deren Ableitungen bis zur 


(2v—2)-ten Ordnung hin ist; dann ergeben sich aber aus (4.) zunächst für 
H die u+1 partiellen Differentialgleichungen 











: 9% ‚ OH ‚ -o°H . 
P: Opw)opo) Tps op\)ope Fetpu Opwäpl) = (-1)’e 
o°’H o°H O°H 











Pı Op öpe) +Pp:2 EPTOETTO TREE 2, opwoph) = (-1)e 


o°’H . o°’H t o°’H 
Ba a aan 











ii), 


> 





*) Es lässt sich leicht die Form, welche E haben muss, auch in Beziehung auf die 
(2v— 2)-ten, (27 —3)-ten, ..., bis (v+1)-ten Ableitungen der Coordinaten feststellen, wonach 
die folgenden Gleichungen wieder in einfachere partielle Differentialgleichungen zerfallen 
würden, doch soll an dieser Stelle nicht weiter darauf eingegangen werden, und eben- 
sowenig soll hier die Frage nach den zur Existenz eines kinetischen Potentials noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen für die Form des Energievorrathes erörtert 
werden, wenn derselbe als Function der Coordinaten und deren Ableitungen gegeben 
wird — eine ähnliche Frage wird später für die äusseren Kräfte des Systemes behandelt. 
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in denen vermöge der Integrabilitätsbedingungen die Grössen e,, &. ..., @, 
den Bedingungen unterworfen sind 
GEBE... 5 
Op”) — Op®' (x = 1 u) 
und 
# ‚$OH oH u er OR 
H—- SP; zu dt (2 op" F)+: + (— 1) der (a) 
| ne , A BiRN : 
EA _y (?2v—1) 
Ar‘ 1) er pop) P> \ 
“* „soH d m) .dr-?2 ’ oH \ 
zıP. IE dt \op"" 1aadla  d ) A —— (256) 
« oH 
-2. Pe Bi FR iu) E,, 
in welch letzterer Gleichung die Grössen pl”, pi”, ..., pi” nicht 


mehr vorkommen. Man sieht leicht, dass das erste Gleichungssystem mit 
Benutzung der Beziehungen zwischen den Üoefficienten des gegebenen 
Energievorrathes unmittelbar integrirbar ist, wenn man 

OH oH oH 

pe? nr Sp 
in je einer als abhängige Variable auffasst, indem sie lineare partielle 
Differentialgleichungen vorstellen mit von den unabhängigen Variabeln 
freien Üoefficienten, und es müssten sodann noch die bei der Integration 
eintretenden willkürlichen Functionen durch die Integrabilitätsbedingungen 
und die letzte Gleichung oben weiter bestimmt werden. 

Ist A nur von den Coordinaten und deren ersten Äbleitungen ab- 
hängig — wie dies bei dem gewöhnlichen und dem erweiterten für das 
Webersche Gesetz gültigen Potential der Fall ist —, so geht die Diffe- 
rentialgleichung (4.) in 


‚ OH , ©H . do a . 
(6) Pt + tg = H-E 


über, worin E eine willkürlich vorgelegte Funetion von Ps »:+, Pas 
Pis - +, pP. sein darf, die nur im Verlaufe der Bewegung stets endlich ist, 
und für die, wie aus der nach p, differentiüirten Gleichung (6.) 

odE o®H o°H 2 


EN in ——n — — N 
op), p op, Op, PT op! ‚op, Pn OP „‘ P, 
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ersichtlich, unter der Annahme, dass die Ausdrücke 


2 Be... 
op' Op'op!, | 


für die in Frage kommenden Werthe stets endlich bleiben, Rn für 


wi 





pı=p='"=p„=0 verschwinden muss. Das der partiellen Differential- 
gleichung (6.) zugehörige totale Differentialgleichungssystem 

me. _ une 

ee” ee P, H-E 


liefert als allgemeines Integral der Differentialgleichung (6.): 
Br ET P, 
H = pi / Fa a tere gr .... ): 
worin (E) den gegebenen Ausdruck für die Energie bedeutet, wenn in 
demselben 





' 


„eu, Ban; Pu = %uPı 
gesetzt wird, und nach der Integration wieder für die Grössen « die Quo- 
tienten der p' zu substituiren sind, während y eine willkürliche Function 
bedeutet; und die in dem Ausdrucke für H vorkommende Quadratur wird 
in Folge der gemachten Annahme endlich sein. Es bleibt somit, da unter 
der Voraussetzung der Endlichkeit und Stetigkeit von H die Function 
eine lineare Function der eingeschlossenen Argumente sein wird, 


! ’ E ! ! ! ! 
H= -p, L S dp, + A,pı+ Asp+ + AuPu; 


worin die A beliebige Funetionen der p,, Ps, -.., pP„ bedeuten; der 
Energievorrath eines Systemes bestimmt also dessen kinetisches Potential bis 
auf eine in den ersten Ableitungen der Coordinaten lineare Function, die nach 
Helmholtz in dem von ihm behandelten Falle den verborgenen Bewegungen 
entspricht, welche ich nachher in ganz allgemeiner Weise behandeln werde. 

Aber hieran schliesst sich unmittelbar noch eine andere Frage von 
Interesse. Die in der zweiten Lagrangeschen Form dargestellten Bewegungs- 
gleichungen können offenbar für verschiedene kinetische Potentiale auf 
dasselbe Differentialgleichungssystem führen und somit dasselbe Bewegungs- 
problem beschreiben, und es soll desshalb die Frage nach der Form der 
demselben Problem angehörigen Ausdrücke des kinetischen Potentials und 
der zugehörigen Werthe für den oben definirten Energievorrath aufgeworfen 
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werden. Es wird genügen, die Untersuchung für den Fall einer unab- 
hängigen Coordinate und eines von dieser und ihrer ersten Ableitung ab- 
hängigen kinetischen Potentials durchzuführen, wenn ausserdem äussere 
Kräfte nicht vorhanden, und somit das Problem durch die Gleichung de- 
finirt ist 

eh (5) = (0. 

op dt 

Sollen die verschiedenen Ausdrücke für das kinetische Potential auf 

dieselbe Differentialgleichung 

EEE 3 
führen, so müssen dieselben als Integrale der partiellen Differentialgleichung 
genügen 


oH o’H o°’H B in 
in pP ( ee 
(9) Op  Op’ät Op’öp 4 ft, p, pP) " 
welche nach p’ partiell differentürt in 
o’H o’H 4 O®H „, o’H Oofft,p.p') 
Bi. he) — ı 
TG TRaalr: 7: "Laie LACH 2 2 ir er | 
oder wenn 
o’H 
8) Ze = K 
gesetzt wird, in 
OK OK . of 
a rPp op +15 Sur ah op’ 
übergeht, und die Integration des simultanen Systemes 
d dK 
' Rx 
Op 


wird K als Function von £, p, p' mit einer willkürlichen Function liefern, 
zu der für H nach (8.) noch zwei willkürliche Funetionen von p hinzu- 
treten, von denen eine sich durch Einsetzen in (7.) bestimmen wird. Es 
braucht kaum bemerkt zu werden, dass, wenn die Function f die Zeit t 
nicht explieite enthält, man auch das kinetische Potential 4 von t unab- 
hängig betrachten darf, und somit die nach # genommenen partiellen 
Differentialquotienten aus den obigen Bestimmungsgleichungen für 4 und 
K herausfallen. So werden, wie leicht zu sehen, alle kinetischen Potentiale, 
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welche das Bewegungsproblem definiren, in welchem die Beschleunigung 
der Coordinate p den constanten Werth g hat, in der Form enthalten sein 


H = 2 dp / p (7 —g) dp +p o(p)+2(p), 


worin g und w beliebige Functionen, 42 eine durch die Lagrangesche 
Gleichung bestimmte, von g abhängige Function von p bedeutet, also z. B. 


H = },-+gp+pw(p)+e, 


und ebenso werden die kinetischen Potentiale, welche ein Bewegungs- 
problem liefern, in welchem die Beschleunigung der Coordinate p dem um- 
sekehrten Quadrate dieser Coordinate proportional ist, durch den Ausdruck 
gegeben sein 


n = Say [HS ap Hr a +R), 


also z. B. dureh 


ı2 ‚4 


a ' 
H= 5 tg tr tplulp)te. 





Um nun die Werthe des Energievorrathes als Function der Coor- 
dinaten und deren Ableitungen zu finden, welche den zu demselben Be- 
wegungsproblem gehörigen kinetischen Potentialen entsprechen, mag zu- 
nächst wieder 7 nur von p und p’ abhängig betrachtet werden, so dass 
der Energievorrath E durch die Gleichung definirt wird 

‚OH 
H—p E, 
dann folgt unmittelbar, weil alle kinetischen Potentiale, welche auf dieselbe 
Differentialgleichung 


pP = f(p, P) 
führen, durch die partielle Differentialgleichung bestimmt sind 
cH OH , 0% 
rd 


dass 
‚, dE oE 
Pt! 


ist, und ebenso einfach ergiebt sich für den allgemeinen Fall, dass die 
Ausdrücke für den Energievorrath für alle von p, p', p", ..., p” abhän- 
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gigen Werthe des kinetischen Potentials H, welche auf dasselbe Be- 
wegungsproblem 


De ! m (27 —1)\ 
vr RB BP. , 


führen, Integrale der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung sind 


‚oOE „ oOE IE oOE % oE \ ( E 
.) "DD — pa) _ +f- : 0 
9 te te tt Te BLÄRT SZ Ä 


Es ist unnöthig, die analogen Differentialgleichungen für die zu dem- 
selben Problem gehörigen Werthe des kinetischen Potentials und Energie- 
vorrathes für den Fall mehrerer unabhängiger Variabeln aufzustellen. 


v1. 
Das erweiterte Gausssche Prineip vom kleinsten Zwange. 


(sehen wir wiederum von den Gleichungen 


oH d rcH d’ OH ur ABEND 
m —— nn — nt ”“ — y | _—— — ) 
op, de 2 )+ dt? (p") te VD (56) 4 | 


aus, worin 
«ei 9: k n ( } . OB I 
P. = ug Dh 12 r u 5 R, - u 4-8, - ( 
Op; Op; op: 
war, so ist unmittelbar zu sehen, dass dieselben als Bedingungsgleichungen 
für die Minimumslösungen des Ausdruckes 


... #j0H dyoH ? 70H ‚de (oOH\, pW 
a0. Y Zi ( on )+ gr (op FRE Zr (0) hi P, 


angesehen werden können, wenn man in demselben die Werthe p,, :::; Pu. 
Pr HP en Pi, 5 DE > als gegeben betrachtet und Q,, R,, S, 
von der Zeit und den Coordinaten abhängen. Denn beachtet man, dass @ 


als Function der Grössen pi”, p$”’, ..., p%’ die Form hat 


uf v— 2v —1)\ Yı Hu (2 
EN 


o’H 


o°H ) ) 1° 
WIN“ @r) 1 ..xı/_rY @r) ı pP 
+ op )ope) iv ri ( 1) op op") Pu l y9 


so werden die Gleichungen 


0@G 0G 0G 
7 (vr) — a n @r) — 0, a 
op, op; 
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die Form annehmen 


Ar ie ae: )+- el irn) +? anna . 





u 

we au _ am), 7 .r CAye Er =, 

und sich somit unter der Annahme, dass die Determinante der zweiten 
Differentialquotienten von H nach den höchsten Ableitungen der Coordinaten 
genommen, die in H vorkommen, nicht identisch verschwindet, wie dies 
z.B., wenn H=—T-—U ist, der Fall war, als nothwendige Bedingungen 
für das Minimum des Ausdruckes @ die Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen ergeben; dass es die hinreichenden sind, geht daraus hervor, 
dass @ sonst stets positiv ist. Bildet man nun unter der Annahme, dass 
die Bedingungsgleichungen auch die Zeit # enthalten dürfen, den Ausdruck 





























ort 1 oH d 
ln Zi o°’H ar dt + +1) ae en) - 0 
kei; 
B oH d’ 
(1.) an a - di (er Ir a aaa A dır (2 7) -R;| 
 Oyp? 
. 1 (OH d oH 2 
ra OH Vor de\c ut +1! a Ze 
und betrachtet denselben als eine Function der Grössen pi”, pP”, ..., ph”, 
für welehe Bi, - 0 Bas Das soon Dis son DE iso DET Werthe 


beibehalten, wonach also auch alle 


%, Yo 35 Tr Yo in en a 
unverändert bleiben, während M nur als Function von x”, yÜ”, 2” an- 
zusehen ist, so wird unter der Annahme, dass H eine ganze Function der 
Grössen z{, y{”, z(” ist, in welcher nur Potenzen der einzelnen Grössen, 
nicht Producte verschiedener vorkommen, dass also 


5) a ER o verschieden 
(2.) ed)” dyiwaye) ” EEGEF u wenn go von o verschieden, 











und 


(3) o°H o’H o°H 
I: ray EETOR FO Bu ayı)oz 











=( für beliebige e und o, 
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wie leicht zu sehen, 


ir oM " (c0H d | dv OH Or“: 
(U) Föpen er <i) I Ft MoeE7 [; )- 0,! er, 


1 OT, dt dt’ y; zz’) ( p' 
"(OH d OH ı oy” 
et yet ge ni 
Edi { Oyı dt (2 Oy; er Par r’ © yi’) A op) 
"(OH d Sx N . won) ‚\ 03” 
na 2 02; dt \ 03; ) ar 1) di! \02(”) Si op’ 
sein, oder da nach Gleichung (I. 2.) 
PEN zunei O 9E” On 
BE A ee AR! A: Op, 
ist, vermöge (I. > 
2, oM OH dyoH ap REN, 
4) a 3 p@3 Op, 7 ig 4 RR der \opo)/ +n,=V, 


und es nimmt somit für die durch die Pe ER Bewegungsgleichungen 
bestimmten Werthe von pl”, ..., pV”’ also für die zugehörigen =”, yı , =,” 
der Ausdruck M ein Maximum oder Minimum an, und zwar dann, wenn, 


da nach (4.) 


o’M 0) ) ( °H 
openöpe)  T Opöp) 
ist, die Determinanten 
98} 21.08 o°H „| 0°H o®H o®H 
ve ar- Pr u et aa © rn > 1 i oe 90047 « 
op Iop®) E opop") opr)opY) op‘ % pv’' « pi py’ op‘, opi? 
im Falle des Maximums für <=+1, im Falle des Minimums für <= —|1 


sämmtlich positiv sind. Setzt man nun die nach den p"’ genommenen 
zweiten partiellen Differentialquotienten mit Benutzung der Voraussetzun- 
gen (2.) und (3.) in die zweiten nach den Coordinaten x”, yi’, z;” 
nommenen partiellen Differentialquotienten um, so folgt als das verall- 
gemeinerte Gausssche Princip vom kleinsten Zwange der Satz, dass die 


VP- 
gc 


Summe M unter allen Werthen von 
a), Ye, 2”) 
mit Beibehaltung der Werthe 


N ! 1 m(?v—1) (?!v—1) z\° v—1) 
Lk, Yı> Sk» Trs Yi> 2,» P -@r7P$ LT; D) Yr ’ k 


für diejenigen einen Minimumswerth annimmt, welche den Lagrangeschen Be- 
wegungsgleichungen genügen, wenn die Differentialquotienten 


o°’H o’H o’H 
Oz’ oe? OR 
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sämmtlich negativ sind, und die für die Coordinaten gegebenen Bedingungen 
für die verglichenen Werthsysteme aufrecht erhalten werden. 

It 7=—-T-U, so geht dieser Satz in das bekannte Gausssche 
Prineip vom kleinsten Zwange über, nach welchem 


au U au 
3 + + Ra — +5 
| K27 


n n Or; „ er 02; 
Py' m, Br — + Y— a DE + y—- 


1 m; mM; m; 
unter allen Werthsystemen von &,, Yı, 23, für dieselben Werthe von 
T;, 9%, 3, und &,, Yı, 2"), und unter Beibehaltung der für die Coordi- 
naten gegebenen Bedingungen für diejenigen einen Minimalwerth erreicht, 
welche der wirklichen Bewegung entsprechen. 

Aus der oben gegebenen Herleitung ist zugleich die Aequivalenz des 
verallgemeinerten Gaussschen Satzes vom kleinsten Zwange mit den verall- 
gemeinerten Lagrangeschen Gleichungen ersichtlich. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dass man den mathematischen 
Inhalt des Hertzschen Grundgesetzes der Mechanik, wonach jede natürliche 
Bewegung eines selbständigen materiellen Systemes darin besteht, dass das 
System mit gleichbleibender Geschwindigkeit eine seiner geradesten Bahnen 
verfolge, und welches im Grunde unter der Voraussetzung des Satzes von 
der Erhaltung ‚der lebendigen Kraft nur eine Beschreibung der durch das 
Gausssche Prineip unabänderlich vorgeschriebenen Bewegung liefert, ebenso 
wie letzteres auf allgemeinere Potentialkräfte ausdehnen kann, doch liegt 
hierin bei Hertz, ebenso wenig wie bei Helmholtz, der Kern der formal 
und inhaltlich bewundernswerthen Untersuchungen, sondern es ist wieder 
die von Hertz angenommene Helmholtzsche Hypothese, dass alle Er- 
scheinungen in einheitlicher Weise zu Stande kommen durch Wirkung ver- 
borgener Massen, durch verborgene Bewegung und starre Verbindungen, 
welche den wesentlichen Fortschritt in der neueren Mechanik bezeichnet**). 


*) Dass, wenn die Werthe z;, yk, 2%; nicht beibehalten werden, das Gausssche 
Prineip seine Gültigkeit verliert, hat Lipschitz in seinen „Bemerkungen zu dem Princip 
des kleinsten Zwanges“ nachgewiesen. 

**) Diesen grundlegenden Gedanken von Helmholtz kleidet Hertz in die correcte 
Form der Annahme, „dass die Mannigfaitigkeit der wirklichen Welt grösser ist als 
die Mannigfaltigkeit der Welt, welche sich unseren Sinnen offenbart; wir geben zu, 
dass ein verborgenes Etwas mitwirke, aber wir leugnen, dass dies Wesen besonderer 
Art, wie die Begriffe der Kraft und Energie, sind; das Verborgene soll wiederum Be- 
wegung und Masse sein, welche sich von der sichtbaren nicht an sich sondern nur in 
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Bevor wir nun auch diese Untersuchungen auf die oben zu Grunde 
gelegten ganz allgemeinen Potentialkräfte ausdehnen, müssen wir zu- 
nächst noch ein fundamentales Prineip der Mechanik, das der kleinsten 
Wirkung, näher erörtern, dessen Gültigkeit und Identität mit dem Hamilton- 
schen Prineip zuerst Helmholtz auch für den Fall äusserer von der Zeit 
abhängiger Kräfte bewiesen, dessen Correetheit jedoch noch in einzelnen 
Punkten näher festzustellen ist; wir wollen es wiederum. wie die anderen 
oben behandelten Prineipien, in allgemeinster Form entwickeln. 


VI. 


Das erweiterte Prineip der kleinsten Wirkung. 


Aus den ze. Lagrangeschen Gleichungen 


oH ’ ( oH | ip oH 
er u | ep — 0 
op. de \öp! a ( Op. dir \ op) / 
folgte, wenn H die Variable # nicht explieite enthält, das oben erweiterte 
Prineip von der Erhaltung der lebendigen Kraft in der Form 


* ‚OH droH d’r OH ei EN 
Ho + dr? e m) td der=t \ op A 


> null: TE op‘ 
"\ oH d OH er m >. U et 
- Zıp. O7 p'' Tr di (am )+ ? \öp"" —.++(—1) der? (7 po) /\ 
Sp) S E.P,p.dı = I 
. >72 - r 2. p.dt = h 


oder 


+/[2. P,p.dt = h, 


Beziehung auf uns und unsere gewöhnlichen Mittel der Wahrnehmung unterscheiden — 
Kraft und Energie ist dann nur eine Wirkung von Masse und Bewegung, aber nicht 
immer grobsinnlich wahrnehmbar .. .“. 
Hertz ausdrücklich erklärt, wesentlich Helmholtz an, nur dass dieser bei der Durchführung 
derselben den umgekehrten Weg einschlägt; er legt der physikalischen Forschung nicht 
diesen Zwang der Erklärung auf, sondern er geht von grobsinnlicher Masse und Be- 
wegung aus, lässt die auf diese wirkenden äusseren Kräfte verschwinden oder bestimmte 
Beziehungen zu einander annehmen und fragt, was aus den Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen oder aus dem aequivalenten Hamiltonschen Prineip in diesen Fällen wird: 
die Aehnlichkeit der so umgeformten mathematischen Beziehungen mit den durch 
Beobachtung gefundenen physikalischen Gesetzen liefert ihm die physikalische Erklärung 
der Erscheinungen. 


Es gehören also diese Gedanken, wie dies ja auch 
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worin h eine ÜOonstante bedeutet für den ganzen Verlauf der Variablen i 
von 4, bis £ und die zugehörigen Werthe der Coordinaten und deren Ab- 
leitungen. Betrachten wir nun zu denjenigen Werthen von p,, welche den 
Lagrangeschen Gleichungen genügen, unendlich benachbarte p,+0dp, mit 
ihren zugehörigen Ableitungen, für welche das Prineip von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft aufrecht erhalten werden soll, was durch Hinzufügung 
anderer von der Zeit unabhängiger Bedingungsgleichungen zu den gege- 
benen erreicht werden kann, so wird die Grösse » der lebendigen Kraft 
auch für die variirte Bewegung eine Constante sein, im allgemeinen sich 
aber gegen den früheren Werth im gegebenen Problem geändert haben. 
So lange wir nun die Variation dh keiner Bedingung unterwerfen, werden 
die Variationen dp, von einander unabhängig sein, treffen wir jedoch für 
öh irgend welche Bestimmung, so werden die in der Variation der Glei- 
chung der lebendigen Kraft vorkommenden Variationen der Coordinaten 
p, einer Bedingung unterliegen, und wir werden daher, wenn wir die Will- 
kürlichkeit der Coordinaten p, festhalten wollen, noch die Grösse f selbst 
der Variation unterwerfen müssen. 

Um nun die Bedeutung der nach den Coordinaten und der Zeit ge- 
nommenen Variationen klar hervortreten zu lassen*), wollen wir eine 
Variable « einführen, von der wir die p, sowie £ abhängig betrachten und 
zunächst annehmen, dass H eine von £ freie, von p, p,, p, abhängige, in 
ihren ersten und zweiten Differentialqguotienten endliche und stetige Function 
bedeutet; setzen wir 
k Ä 
ut Fuer et Dr er 
so wird, wenn H, eine denselben Bedingungen unterworfene Function von 
f,E g, 9. g, bedeutet, 

OH, = 5. Fr d+ Sg „044 = N) era ng Öt + Sa dt" 


l 


*) Vergl. für Funcetionen H, die nur die erste Ableitung der Coordinaten enthalten, 
Adolph Mayer „Die beiden allgemeinen Sätze der Variationsrechnung, welche den beiden 
Formen des Prineips der kleinsten Action in der Dynamik entsprechen“. Verhandlungen 
der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 1886, und Helmholtz „Zur Ge- 
schichte des Prineips der kleinsten Action“ III 249. 
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sein oder 


(OH, d /oH, oH, N 
OH, = 2. ög du .ög +, du? (2 q. N 9q, 


(|d /oH, d’ 7 OH, \) 
du Nor “ ur KL 


d (28 d /oH, ) 
ara Ale ep) ae a oA, 


oH, d roH ou, w 
—- i 
(- a) ot" dr) 


(1.) 





Setzt man nun H, = H.t' und bemerkt, dass, weil 


! r. g; r eb tg. — gt" 
Bere 
Och!) _ „OH 
0g; Op; j 


H ‚ d oH Pe OH: öH tr" _gy" 
du 2 1 rar )- ’ Zi pr > op ü m 


2) =) - N on "ar 


A di? \op / € di \€ p' . op" P 


dass ferner 


‚ OH « OH G, . öHr—-29 q,t 
t m 7 2 ; rl ‚2 1: ) 
or ı Op, t r2 Op. - ” a 
d /„ OH N AT BO UN 
Re t 17 F Fee En Zr er ge 1 n 1: Kara 3 ) 
du ol ı de \op'/t ei ! 


ist, so geht die Gleichung (1.) in 


dr oHN\ d’ OH \p 


21 de \ Op’ + di? \ Op’ N Op. 
< u \ ! er u = ) ! kr O >H d oH ) ’ 7 oH ! st 
(2.) Erin (Ht ) (A =: (Ps Op! or ( op" ) HP, op“ ) L 





d [z ( oH dy’oH ) WI N,’ ] 
du 2 Op! Br () Ip,4 Op" “Ps 


über. Da aber die Gleichung für das Prineip der Erhaltung der leben- 
digen Kraft 


„X , [SH dyon „oH u 
(3.) H-2., Men 2 (Fpr )) +P, 3 = h— / 2, F,dp, 
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durch Variation nach den Coordinaten und der Zeit die Beziehung 


Hr) = \0n-0 / Zi P.ap.\t+(h- / 3. P.dp,) dt 
OH dyoH u. 
+0 &.[p} (ir - di Op" )) +P, op" jr \ 
liefert, so geht die Gleichung (2.) mit Berücksichtigung von (3.) durch 
Einsetzen des Werthes von J(Ht) über in 


(OH dyoH Ku Fun 
27 töp. di op! r)+ dt‘ (3 pi 7)+P, Ip, 


=d 12. [7( a “ri TEUER au = + dh BER, sE P. ‚dp.‘ = 


op, op“ 
“ di dr ka H dyoöH ) | oH 
+2. ! ‚Ip. du -— |&1 op, = m 672 dp.t op" op, ı, 


und durch Integration zwischen der festen Grenze 4, und die variablen 
Grenze t in 


et u (oH dr oH oH \ 
/ top de \öp' )-+ re j‚ )+P, Ip,dt 


ug ,[öH dyöoaHN\\,,. OH\ 


‚ op, c P, 


a. eu tu | 
+ Inf 3, P.dpdt+ J 2. P,dp,dt 


-[3 Nr u. (Fe ))0n.+ 5 - dp) 1 e), 
Da vermöge der Variation von auch für willkürliche fernere Be- 
stimmungen der Variation der Oonstanten A der lebendigen Kraft die Va- 
riationen dp, völlig willkürlich blieben, so folgt aus der letzten Gleichung 
die Aequivalenz der erweiterten Lagrangeschen Differentialgleichungen mit 
der Gleichung 
) / B> pl Er. 2 ( - )) +P, a (dt — 


op’ op‘ 


2 Sm EP.dpydi— & 2. P,p,di 


+| B> ( ÖN 2 ei Sa )) Ip, + 7 Ya) 


*) Ich bemerke, dass in meiner Arbeit „Ueber die Prineipien der Mechanik“ in 
den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom Juli 1596 für die von u, bis « in 
der obigen Gleichung genommene Integration unter di der Ausdruck !'du zu verstehen ist. 


vu 
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oder, da nach (V. 4.) 
E = h- / 3, P.dp, 


1St, 

et u 
h) 
Jah 





RC) äh - Sana [Erima 


l 
t 


oH dy’oH\\,x oH 
[El dp vr (97)) dp, + äp" r'py J } 
und diese Gleichung stellt das Prineip der kleinsten Wirkung in der er- 
weiterten Form dar für den Fall, dass H keine höheren Differentialquotienten 
der p, als von der zweiten Ordnung enthält. 


Allgemein lautet die Gleichung, welche das Princip der kleinsten Wir- 
kung darstellt, folgendermaassen: 


SE rn) 





op. Op" op op’) 
7 H d oH u a oH \] 
TPs [r- en +6 Op" Fang yo ar opv) ) 
ER 
+P”- = di 
| | tun. „,[# 04 d/oH 
(4.) = Ö Eat / * P,öp,dt-+ 2: - u - 7 (Sp? ) 


O) 


a; 
+ ri op! A Iris +17 rn - b; “ )) op. 


9H _dy OH RR 
Ho -H Dar ae Sy 
+ 
_- 








en) ll: 

Für den Fall, dass H selbst die Zeit # explieite enthält, und somit 
die äusseren Kräfte ?P nicht abgesondert zu werden brauchen, wird sich, wie 
aus den eben aufgestellten Hülfsgleichungen unmittelbar ersichtlich ist, ver- 
möge der in der Anmerkung zu Seite 289 erwähnten Beziehung, welche 
an Stelle des Prineips der Erhaltung der lebendigen Kraft tritt, das er- 
weiterte Hamiltonsche Prineip in der Form ergeben 


3 f" Hat = [Edi +|Z. (> ir 


24 
EEE ap 
\ 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 4. 4) 


t 








306 Königsberger, über die Principien der Mechanik. 


worin die Variation auf die Coordinaten und die Zeit zu erstrecken ist, und 
aus dieser Form lassen sich ähnlich, wie es Rethy für Funetionen H, die 
nur von den ersten Differentialquotienten der Coordinaten und der Zeit ab- 
hängen, gethan hat”), die entsprechenden allgemeinen Sätze für das er- 
weiterte Princip der kleinsten Wirkung herleiten. 


Enthält H nur die ersten Ableitungen der Coordinaten, so geht die 
Br (4.) in 


(5.) os Eu j' Ze dt = — / dEat- S" 2:P.0p.4+[2.4,-0p. | 


über, es rar 


OH 
E = H— 2.p pP Op =h- /2,P, dp,, 
und stellt H wieder die Hamiltonsche Principalfunetion 
H= —-T-U 
dar, worin 


die lebendige Kraft und U die nur von den Coordinaten p, abhängige Kräfte- 
function bedeutet, so dass das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft 
die Form hat 


E=T-U=h-/ $,P,.dp,, 


so lautet das Princip der kleinsten Wirkung nach Gleichung (5.), da 


“*" ,„oOH “*" ,oT n 
SP, Op d=— Sp, pi dt= —2Tdt = — z& m,v,do, 


ist, worin do, das Wegelement bedeutet, 


(6.) 9 / Zumyo.do, — J PBat+f 2. P,öp.dt+[ 3.5, Or.) 


Sind sämmtliche äusseren Kräfte P,=0, so geht die Gleichung (6.) 
über in 
(7.) ef Fımyo,do, = = (t— Wdh+| 2.5, 


4 Usher das Princip der kleinsten Action“, Mathem. und Naturwiss. Berichte 
aus Kanes; Band XIII. Vgl. auch „Ueber das Princip der kleinsten Action und das 
Hamiltonsche Princip“ Mathem. Annalen Band 48. 

**) woraus mit Einführung rechtwinkliger Coordinaten, da 


“« oT n dx, 0°. dy;d dz, 03 n ds 
=, a dp, ar. By m. k rt a Ya k k zu Sr m; 42: Öq,cos(ds;, Ög«) 
8 1 


u or .], “*), 

















Königsberger, über die Principien der Mechanik. 307 


und setzen wir fest, dass die Coordinaten des Systemes am Anfange t, der 
Bewegung und zu der beliebig gewählten Endzeit t keine Variationen erleiden, 
dass ferner die Variation von h verschwindet, was, da h eine Uonstante, ver- 
möge der Beziehung T-U=h damit identisch ist, dass die verglichenen un- 
endlich benachbarten Bewegungen in entsprechenden Zeiten dieselbe lebendige 
Kraft haben oder, was offenbar genügend ist, dass sie beim Beginne der Be- 
wegung dieselbe lebendige Kraft besitzen, so werden die Lagrangeschen Glei- 
chungen äquivalent sein der Gleichung 


(8.) Ö 2 m,v,do, = (, 
r 1 


wobei hervorzuheben, dass, wenn die Anfangs- und Endlage durch 
Werthe der Coordinaten bestimmt sind, sich für einen gegebenen Energie- 
vorrath mittelst der Integrale der Differentialgleichungen aus dem Prineip 
der Erhaltung der lebendigen Kraft der Werth # der oberen Integralgrenze 
ergeben wird. 


gegebene 


Lassen wir nun die Annahme fallen, dass die äusseren Kräfte sämmt- 
lich verschwinden, so wird sich nach Gleichung (6.) wiederum unter der Vor- 
ausselzung, dass die Coordinaten des Systems am Anfange t, der Bewegung 
und zu der beliebig gewählten Endzeit t keine Variationen erleiden, dass ferner 
der Energievorrath des Systemes, wenn die Punkte gezwungen werden, sich auf 
unendlich nahen Curven zu bewegen und die neu eingeführten Bedingungs- 
gleichungen von der Zeit unabhängig sind, in dem Maasse abnimmt oder wächst, 
als die Kräfte P, für die Verschiebung dp, positive oder negative Arbeit leisten 
— woraus folgt, dass, weil dp, am Anfange und Ende gleich Null ist, der 
Energievorrath am Anfange und Ende für die verglichenen Bewegungen 


ist, wenn ög; unendlich kleine Verschiebungen bedeuten, der wichtige, von Boltzmann 
(„Ueber die mechanische Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der Wärmetheorie“, Sit- 
zungsber. d. Kais. Akad. d. Wissensch. zu Wien 1866) herrührende Satz folgt, der dem 
zweiten Hauptsatz der Wärmelehre ebenso analog ist, wie das Prineip der lebendigen 
»f n 
Kräfte dem ersten, wonach die Variation des Integrales 5. m,v.do;,, wenn allen 
® 1 
Punkten des Systems, welche sich unter dem Einfluss von Kräften bewegen, für die das 
Prineip der lebendigen Kraft gilt, eine unendlich kleine lebendige Kraft zugeführt wird, 
und die Punkte gezwungen werden, sich auf unendlich nahen Curven zu bewegen, gleich 
der zugeführten lebendigen Kraft ist multiplicirt mit der Zeit, während der die Be- 
wegung geschieht, wenn die Summen der Producte aus den Verschiebungen der Punkte, 
ihren Geschwindigkeiten und den Cosinus der Winkel beider für beide Grenzen gleich 
sind. Vgl. auch Helmholtz „Studien zur Statik monoeyclischer Systeme Bd. III S. 176. 


40* 
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derselbe ist —, die Gültigkeit der Gleichung (8.) und ihre Aequivalenz mit 
den Lagrangeschen Gleichungen ergeben. Dass bei den Variationen dieser 
Integrale die Zeit t selbst zu variiren ist, geht aus den früheren Ausein- 
andersetzungen als nothwendig hervor. 

Wie bekannt, hat Helmholtz*) zuerst das von Lagrange bewiesene 
Prineip der kleinsten Wirkung von der Jacobischen Darstellung desselben 
streng dadurch geschieden, dass er in dem einen Falle nur die Bedingung 
gelten liess, dass in den verglichenen Bewegungen überhaupt das Prineip 
der lebendigen Kraft Gültigkeit habe, während in dem anderen Falle die 
Constante der lebendigen Kraft für all die verglichenen Bewegungen die- 
selbe bleibe. Hertz*") wägt die Vortheile und Nachtheile der beiden Dar- 
stellungen des Prineips der kleinsten Wirkung gegen einander ab und sieht 
in der oben erwähnten Integraldarstellung den Vorzug der Einfachheit und 
einer gewissen physikalischen Bedeutung, glaubt jedoch, dass sie unnöthiger 
Weise die Zeit enthält, da doch die eigentliche Aussage nur die Bahn des 
Systems und nicht die Bewegung in dieser bestimmt, eine Ansicht, die 
A. Mayer schon früher in den genannten Arbeiten vertreten hat. Die oben 
gegebene Darstellung für den Fall ganz allgemeiner Potentialkräfte wird 
die Zweckmässigkeit der Variation der Zeit dargethan haben. 

Um übrigens die Erweiterung auch in der Jacobischen Form zu er- 
halten, für welche die Annahme nothwendig ist, dass die äusseren "Kräfte 
sämmtlich verschwinden, ist wiederum.die Variation des Integrals 


af, .f OH 'yoH Py BBRN 
/ =. Lkr 2 ni 2) 2) TE dp (pr ; 








op 
rn F oH oH 23 v2. d’-? oH 
TP, Pe Ei op" Jr a, der ( Op) 71 


zu untersuchen, nachdem aus der Function unter dem Integral die Grösse t 
mit Hülfe des Prineips der Erhaltung der lebendigen Kraft 





PER HI BBFTE/ SP IHTE, BIETE. BYE 
(9.) 7 aH 
en B3 px" pn 7 h, 





*) „Zur Geschichte des Prineips der kleinsten Action“ Bd. III $. 249. 
**) „Die Principien der Mechanik“ S. 271. 
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worin h eine Constante, und zwar eine für die verglichenen Bewegungen nicht 
varürbare bedeutet, eliminirt worden ist”), oder anders ausgedrückt, es ist die 
Funetion unter dem Integral, wenn wiederum die p und £ als Functionen 
einer Variabeln « betrachtet werden, als eine Function von 9, 0,,::.4 >, 
tl, t', ...., 69° aufzufassen, wenn diese letzteren Grössen durch die Glei- 
chung (9.) mit einander verbunden sind. Betrachtet man nun diese Glei- 
ehung als eine Differentialgleichung (27 —2)-ter Ordnung in der abhängigen 
Variabeln ! und der unabhängigen Variabeln «, in welche die Grössen 
dss Is ++», 90° > als Functionen von « eintreten, denkt sich den durch 
Integration hervorgehenden Werth von £ in die Function unter dem Integral 
eingesetzt, und nimmt sodann die Variation des Integrales dieser nur g, und 
dessen Ableitungen enthaltenden Funetion, so wird die Aequivalenz dieser Va- 
riation und der linken Seiten der Lagrangeschen Gleichungen zu untersuchen 
sein. Diese ist aber sofort ersichtlich, wenn die Variation zunächst wie oben vor 
der Elimination ausgeführt wird, indem man € und dessen Ableitungen mit 
Gs> 5 --. durch die Gleichung (9.) verbunden betrachtet; man findet dann 
nach der Gleichung (4.) die Zagrangeschen Bewegungsgleichungen äquivalent 
der im angegebenen Sinne genommenen und gleich Null gesetzten Variation, 
wenn die Variationen von p,, Ps » +, Pf” an den Grenzen verschwinden. 

Enthält H nur die ersten Ableitungen der Coordinaten p,, so wird 
sich #f ohne Integration durch Elimination zwischen der Gleichung (9.) 
und der Function unter dem zu variirenden Integral herausschaffen lassen, 
wie dies bei dem Weberschen Gesetze der Fall ist, wofür übrigens noch 
mannigfache andere, der Jacobischen analoge Integralformen gesetzt wer- 
den können. 

Bevor ich nun weiter zu der Untersuchung der Eigenschaften der 
in den verallgemeinerten Zagrangeschen Gleichungen enthaltenen äusseren 
Kräfte als Funetionen der Coordinaten und deren Ableitungen und zur Auf- 
stellung der verschiedenen 'Transformationen der Bewegungsgleichungen 





*) Da nämlich die Aufrechterhaltung des Prineips der lebendigen Kraft die Variation 
der Gleichung (9.) für dA = O verlangt, so würden wiederum die dp, nicht von einander 
unabhängig sein, was zur Herleitung der Aequivalenz der gleich Null gesetzten Variation 
des Integrales mit den Lagrangeschen Gleichungen nothwendig ist, wenn nicht t wieder 
selbst variirt würde; es müsste also, wenn man von der Variation nach f absehen will, 
erst mit Hülfe der Bedingungsgleichung, welche das Prineip der Erhaltung der leben- 
digen Kraft darstellt, aus dem Integrale eliminirt werden. 
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selbst in die erweiterten Hamöltonschen Formen fortschreite, soll zunächst 
noch die Ausdehnung zweier gewöhnlich als mechanische Prineipien be- 
zeichneten Sätze behandelt werden. 


vu. 


Das erweiterte Prineip der Erhaltung der Flächen. 


Um zu untersuchen, in welchen Fällen sich für die erweiterten 
Lagrangeschen rege erster Form 








oH OH d’ 
Or 7 —_ r)+ ey (>17 di? Je) - 0,+ hıfır ++ +Auf = rn 0, 
We 
Ö ’H on | N oH e 
(1.) oy, E> oy, )+- 2 1) = N te R,-+4 Put’ + A, Pas =, 
BE: ©H KL . a 
(für k=1, 2...) 





ein Integral ergiebt, welches analog ist dem Prineip der Erhaltung der 
Flächen für kinetische Potentiale, welche die Gestalt haben 

= TV. 
worin T die lebendige Kraft und U das Potential im gewöhnlichen Sinne 
ist, werde zunächst bemerkt, dass, wenn H, eine Function der Coordinaten 
und deren ARE NE bis zur vten |. hin bedeutet, 


oH, >H E aH dr! DH, \ 
Yr” n rG Oz ") )-2® ö 4 PR "Gr ) = ls: Fr e ( de) ar pt ( rap) 


Be rc) 























(2.) a 
d OH OH, 
vo a (r— 
+7) dt [y: Or) 2: "ar a 
ER 
| Fir LE: |»: dx ei) T; oyı) 
ist, dass somit, wenn 
>H „ oH 
(3.\ geb Viren ihn, | 
(3.) Y; 0) x; ye) 0 
ist, 
d /oH d’ oH 
4 era ( ErOB rar (zu 
( .) d r—1 1 sl (MH d’- J)—1 2 N Aha —] ( oH, )! 
.. Te ) ıYi dr—- Er 1 ot) al”) der- —i—1 oyl) \ 
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also einen vollständigen nach i genommenen Differentialquotienten darstellt. 

Soll aber die Gleichung (3.) identisch erfüllt sein, so muss 7, die Form haben 
H, = y(al’ Hy”), 

und somit, wenn dies für jedes r=0, 1,...., v und jedes k=1,2,...,n 

der Fall sein soll, 


f.<®% 2 ı2 2 r\ 
ty, ty, Ey 
2 2 ip) 2 (vr)? ı (v)’ 
(5.) H'= w:; ty, ty, 5 m rm 
p) 2 2) 2 ‚)? v)’ 
Cut Y%n > z,t% Dr Eee 2 +y% 








worin » eine willkürliche Function der eingeschlossenen Grössen bedeutet, 
in welche die Grössen 2,, 2, ..., 3, beliebig eintreten können. 
Ist nun das kinetische Potential 
H= H,+H,, 

worin H, eine Function von £, R,, R,, R,, ...., und deren nach f ge- 
nommenen Ableitungen bis zur vten Ordnung hin sein möge, und die 
Grössen R selbst Funetionen der Zeit und der Coordinaten sind, so folgt 
aus den Gleichungen (1.), wenn die erste mit y,, die zweite mit x, mul- 
tiplieirt, die beiden von einander abgezogen, und sodann nach k von 1 bis 
n» summirt wird 


4 oH 1 - [ dyoH droH | 
2 I». a a I rl ( Or, )=a dt \ öyı ) 
“rt dyroölH d ron N 
a 2 u Nil (fe _ 
++) Zi B dır (32) u, (N 


+..++(—1)’ 7 [v.< = (a a = (I )I-2: 140,—x,R,| 





+4 Zi Ya Er Ppult + An = Yılm rpm] = 0. 


Da nun nach Gleichung (I. 5.), wenn p, durch x, bez. y, ersetzt 
wird, wie re zu sehen, sich 


oH, DH, l’ IH, 
| 2-4 Er JH +1 =” e) 
OH, l/oH, d’ OH, 
-2,| u” =; ( rn -)+ > (3, ) dr ( yo) )| 
1 OH, Ce © IH, 
er" 


1’ H OR oR, 
OR! Den +1 u Ga] In hr ) 








L OR, OL; Oyı 
r 04H, a oH, \( on. - GEN 
+ 7 a ( ol at 27 = G RW) \Yı OX, un Y% J 








312 Königsberger, über die Principien der Mechanik. 


ergiebt, so geht die Gleichung (6.), wenn H durch H,+H, ersetzt wird, 
und H, die Form (5.) hat, in 


= 3 z- (— 1)’ 57 (— 1)‘ [y® ae Je) - zi" a u. a (Ser )] 
OH, 
(5: au er OR, De 
OR 


4) Hy der ( OR |2 Si (y. Ge - BER ) 


Oyr 


Eu 


u=1,2,... 





aa Z: (Yı 0,— x, R,) +4, B3 (Ya -pu)t' ” 





a a Zr (Yılm pm) = 0 


über, und wir finden somit als erweitertes Prineip der Erhaltung der 
Flächen das nachfolgende Theorem: 
Wenn das kinetische Potential von der Form ist 


2 2 2 "2 
H = watYyi, In ty ++ a +?) 
+, R,, Ri, RP, Ry, By cca R, eo), 
worin w und 42 beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen und von 
31, By 2. ., 2, sind, und R,, R,, ... Functionen von 


t, 7, rn Ins Yı, A Yı 


bedeuten, für welche 





"/ OR, ÖRN\ _ 
a a) = 0 


ist, wenn ferner die äusseren Kräfte, sowie die Functionen fx, Purs Yurs 


welche die Beschränkungen des Systemes definiren, den Bedingungen genügen 


Zi (y,Q,— x, R,) == 0 und Zi (Yılım Cr Pur) = (0 


so erhält man als Integral der Bewegungsgleichungen (1.) die Differential- 
gleichung (2v— Pre Ordnung 


y—i—1 


B3 57 (— 1)" 3 ,(—1)% Iyn- ri (m) - a = ; n (Zar En 





worin c eine Integrationsconstante bedeutet, oder, wenn 
+ ye? = Ur 


gesetzt wird, 
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n 2 u | u jr +—1 4 j 
r x u) ( ow \ a) mtr) (A) .,(r) 
EEE er u eat 
7 \ er 0W (4) „(r-+1) (4) „„(r+1) 
+6 —4—1) dr? yı T; u Y | 


Ö Ukr 


el) 
. (4 2r—hi—]1 ); 
yı x} / — ey / )] = Ü 


mt Olyr 
Ist 
H, = watytz, u tat, --., m ty +2) 
und sind die weiter oben angegebenen Bedingungen auch für eine Vertauschung 
der Coordinaten erfüllt, so ergeben sich noch die beiden anderen, dem eben 
aufgestellten analogen Integrale. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass den geforderten 
Bedingungen Genüge geschieht, wenn es sich um die Bewegung eines 
freien Systems handelt, auf welches äussere Kräfte gar nicht einwirken, 
und für welches die Functionen R,, R,, ... die Entfernungen der einzelnen 
Punkte von einander bedeuten, da, wenn 


2 | N2 - Y 
R, Per (2, —%, +(Y, —Ys) 7 (2 —23,) 
ist, offenbar 
n OR oR 
y' [ Ei. R ) — () 
no \Yı Or, Ti ri Yı J 


wird. 
Die drei bekannten Flächensätze ergeben sich wieder hieraus für 
die Annahme der gewöhnlichen Form des kinetischen Potentials. 


Das erweiterte Prineip von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes. 


Auch das Prineip von der Erhaltung der Bewegung des Schwer- 
punktes ist in einem weit allgemeineren Satze enthalten. 

Unter der Voraussetzung, dass, wenn die Bedingungsgleichungen des 
Problems in endlicher Form gegeben sind, diese nur von den Differenzen 
gleichartiger Coordinaten abhängen sollen, also die virtuellen Verrückungen 


dx, — Or, — 102 dx, =— P, 
Iyı = Öy; —— 00 m Öy, = g; 
O2, — 02, zn ne Öz, = r 


gesetzt werden dürfen, worin p, q, r willkürliche Grössen bedeuten, oder 
Journal für Mathematik Bd. CX VIII. Heft 4. 41 














314 Königsberger, über die Principien der Mechanik. 


was dasselbe aussagt, dass in den integrabel vorausgesetzten Differential- 
gleichungen (II. 1.) die Functionen f, 9, w den Bedingungen unterliegen 


= fi, = 0, 2: Pu =, 7 et, 


gehen aus den erweiterten Zagrangeschen Gleichungen der ersten Form die 
Beziehungen hervor 














a h- » OH oH w 

Si ©: \ 7 dr ß + +(— —1)’ Z 27 dr re?) u 0, = 0, 

„ OH = 3 >H „ OH " 
HN de da = 0, 

u 3H aR n 

Zn Ö2, FT er de +:++(—1)’ = >. EP 249, = (. 





Wird weiter angenommen, dass das kinetische Potential wiederum die 
Form habe 


H = o(atytz, ut ta Hy +?) 
+.2(t, R,, R\, ...,; R®), R,, R;, ..., RV) ae 


I 


dass ferner die Grössen R,, R,, ... nur von den Differenzen gleichartiger 
Coordinaten, also ihre Ableitungen nur von den Differenzen der Coordinaten 
und deren Ableitungen abhängen, dass somit 


2 2 2 '2 2 2 } . . 

H = watyt+3, u + +3, 0: U Hy +20?) 
‘ ! ! 

> Aue +0, 2 u Ye Ior + 


(v) 
L y— Y, > S o—%o> „.;: 2 —30)), 





so ist leicht zu sehen, dass, wenn 
tt = U 
gesetzt wird, 


Ort) Ou,, > oyn) 020) Ou,, ’ 














und 
Si7 rn m Ira = .. 3:5, ul © 


ist, weil w, als Function der rten Ableitungen der Coordinaten in der Form 
geschrieben 


were), -aN, ..., a, EN, y?—y, ..., 37-21”) 
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die Beziehungen liefert 
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dw 2 Ow ln, I dw da 0@ 
der)  OlaN-ar))’ Havr Ola ar) ' de) Ia) —zN)) 
dw = dw w dw 
da 7 TIME) Sana) IE, —e) 
Unter den gemachten Annahmen gehen somit die Gleichungen (1.) in 
" Oo d * oo de * O&w 
2 I — ı.—-2 — I <— + +(—-1)’2 I; —— a) —  =V\, 
- Du dt = Otgı N ) div > ou  " - 20. | 
" 0 d *r Ow 0W R 
2 Iıı —— M—-2— 5 — 1)’"2 — y’— Sı R, = Q(, 
1 \ OU%) 9ı di Zi Our. Yi Liu +( F a 2 OUky I er 
" 0 d "» 0w " Ow n 
25 > u. u oe _ 
—ı—2 — SF —23+ l Sr - s — Zı9, = V 
1 . Ouxı . dt Cr Ouxı u m un ”2 Ey OUry u zu 
über und nehmen daher, wenn w nur linear von den Argumenten wu,, abhängt, 
also die Form hat 
n v 
2 r r)? r)? 
(3.) o = 2 Bra,(leh” +Yk +20), 
worin die a,, Constanten bedeuten, die Gestalt an 
n n N 
22h Ad, — 23: 4, X, + 22 d,,X, — + -1) 2 3, 4, —2) 0, =V, 
1 l 1 
(4.) 22 dYı, — 22, 4, Yı +25 SLR en (- 1)’ 22: d,, Yyı )_ B3 ‚R, =— ), 
2 B> a5, —2Fr0,8) +22: 423 — +" +(—- 128, 4,2. — N S, men (), 
1 1 





Setzt man nun 


(8.) 


| 2(a,2, +0,8.-++4,,%,) =A 


2(a,9ı+'+a,y,.) = B,; 


| 2(a,3, + +a,2,) = C,, 
so gehen die Gleichungen (4.) in 
AA +" HAN iQ, = 0, 
(6.) Er m. 1 B3 R, = 0, 
-0/ +0" +19 28 = 0 





über, und diese 


der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes ansehen; 


A;,; = uo- 


setzt man 


“ Mm, 


a 


41* 


drei Gleichungen kann man als das erweiterte Princip von 
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worin m,, Ms;, ..., m, die einzelnen Massen bedeuten, ferner 
A,=-MA, B,=-MB, (,=-—Mt, 


wenn M die Gesammtmasse des Systemes ist, so gehen die Gleichungen 
(5.) in 
m +m%+-+m,z„, = MA, my+-+m,y„= MB, m3,+'-+m,z, = MC 
über, es bedeuten somit A, B, C die Coordinaten des Schwerpunktes, und 
wir erhalten daher aus (2.), (3.), (6.) das nachfolgende Theorem: 

Sind die Bedingungsgleichungen nur von den Differenzen gleichartiger 
Coordinaten abhängig und hat das kinetische Potential die Form 


ad m; BD) 2 2 2 2) 
H= —- 23:5 Jatytataty tat ta + +”) 
si 4 NE, ' = 
+0,(b, 2. — 0 EB are 
80: 200 3030), 


so lauten die Differentialgleichungen der Bewegung des Schwerpunktes, dessen 
Coordinaten A, B, C sind, 


M-A+A"— A" +... — (17 AN) S, 0, =, 
1 


7.) M|-B+B"—B"" +... (1 Be) Z,R, = 0, 





M-C+0"-0”" +. (WEN 8, = 0, 
1 
und es ist daher 
6). Be = IA+B?+C+ A” + BHO". HAB +CH" 


das kinetische Potential der Bewegung des Schwerpunktes, wenn die Gesammt- 
masse in demselben vereinigt ist, und die äusseren Kraftcomponenten 


Sı(Q;, Zi R,, S I, 
l 
an demselben wirken. 
Hat das kinetische Potential die Gestalt 


m k 


Mi -23:- (x DL VL ZN) 


U F)__z) Ru (v (v) kn 
+o;(t, L, Uoyreıy D, T; » %o Yos +; da Yo > © Boy. 


ist also 


2) — 3(”)), 


0 m; 
Ay —— Ad — 11 — d,5_1 a d,.5-+1 == ss: = d;, = j d,.s = — E WE 
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so werden nach (D.) 
A= A, me: A; Ay, m: — A; = UA B, —— 400 = B;_; — u .. 
=B,=-0 6=.+. =(0,,=60, =, =0=ß0, 


und für A3a=—MA, B, = —-MB, ©, = —MC die Grössen A, B, C wiederum 
die Coordinaten des Schwerpunktes, welche dann nach (6.) den Differential- 
gleichungen genügen 


(1) MAP- 3,0,=0, (-1)°* MBCP- y,R, = 0 
1 


n 
 y 
— 
l 


(9,) 





(-DPH MC? - 3,5, = 0, 
l 


so dass das kinetische Potential der Schwerpunktsbewegung dureh 


M, 


u 


Bi AP+BI+C®) 


ausgedrückt ist; ist d=1, so geht dieser specielle Fall in den bekannten 
Satz von der Erhaltung der Bewegung des Sehwerpunktes für die kinetischen 
Potentiale in der gewöhnlichen Form über. 


Untersuchung der Functionaleigenschaften der äusseren Kräfte P, in den Zagrangeschen Gleichunge: 


der zweiten Form. 


Ich gehe nun dazu über, die Eigenschaften der erweiterten Lagrange- 
schen Ausdrücke der bewegenden Kräfte P, als Funetionen der Coordinaten 
und deren Ableitungen zu ermitteln und zu untersuchen, in wie weit die 
von Helmholtz in der oben genannten Arbeit aufgestellten Sätze über die 
Beziehungen zwischen diesen Kräften einerseits, den Beschleunigungen, Ge- 
schwindigkeiten und Coordinaten andererseits an die von ihm angenommene 
Form des kinetischen Potentials gebunden sind. 

Aus der Lagrangeschen Gleichung 


Rn oH droH\ d’yoH vw d’ ( oH\ 
a) At tde 


folgt zunächst für den Zustand der Ruhe 
oP. oP, 


— 


OPo Op: 
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und für den Fall der Bewegung allgemein, wobei wir jedoch schon hier des 
Folgenden wegen die Voraussetzung machen wollen, dass H die Zeit t 
nicht explieite enthält, also das Prineip der Erhaltung der lebendigen Kraft 
gültig ist, P, als lineare Function der 2vten Ableitungen der Coordinaten von 
der Form 

9°®H 22 2 


_ 49-1 m t ae (2v) er EL EE), 
( 1) P, IH, -+p: op)opt) +p2 op)opi”) ” + Pa opP)op\) ‚ 








worin //, eine Function der Coordinaten und ihrer Ableitungen bis zur 
(2v—1)-ten Ordnung hin bedeutet, und daraus ergiebt sich die Beziehung 


A) 2 
(2 \ . or, _- (—1)’" © H - OP, 
u, Op) Op)op) Oper) ? 


nach welcher, wenn pS”’ die Kraft P, um einen gewissen Betrag grösser 
macht, auch das gleich grosse p”’ die Kraft P, um den gleichen Betrag 

nm 
op)opg” 
ein Einfluss von P, auf p, und von P, auf p, nicht statthat, und so wird, 
wenn 


grösser gestalten wird, ausser wenn =() wird, in welchem Falle 


H = p(pi’)+ pP) + +Yp,lP), 


worin die g sämmtliche Coordinaten bis zur (v—1)-ten Ableitung hin ent- 
halten dürfen, jede Kraft nur in der Richtung derjenigen Coordinate, auf 
die sie sich bezieht, beschleunigend wirken. 

In der Gestalt (2.) gilt der Satz also auch für ein kinetisches Po- 
tential wie das des Weberschen Gesetzes, wobei v=1, also die p”’ die 
Beschleunigungen in gewöhnlichem Sinne sind. 

Aber es gilt auch die von Helmholtz aufgestellte Beziehung zwischen 
den Kräften und Geschwindigkeiten ganz unabhängig von der Form des 
kinetischen Potentials, ebenso wie die Beziehung zwischen den Kräften und 
den Coordinaten selbst, und es soll im Folgenden gezeigt werden, dass alle 
diese Beziehungen nur der Ausfluss eines viel allgemeineren Satzes sind, 
welcher die Incremente der äusseren Kräfte mit den Inerementen beliebiger 
Ableitungen der Coordinaten in Verbindung setzt. 

Bezeichnet man mit R eine Function von 


! ! ! 
Pr Pr ++ Pos Pı Pa 4 2. Fr oe), pP), Br m”, 


so ist nach Gleichung (I. 1.) der gte nach £ genommene Differentialquotient 
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! 
| R® = > „au a! ne 
N], No —>0 n, In,!...ng! (1!)* (21)”...(ol)'e 
(n,+2ns+ -»» .+on, „=e) 
IR IR IR IR 
[® I O 3 O zZ; r O u; r 
re — Zu —— De ... Z— A Te 
(Pi + tet mtr 
Er OR HL oR ED...) 
( p’ ) Py . c Ip) P F 
OR OR oR OR 
3 R ber y' y' _ 4 gr f ui Je 
. nn 2 ... rn men Ti um one 
( ) öp, my öp, — Ps ++ öp' Pı 17 öp" Pı T 
a OR (v+2) _ı oR #92...) 
' e p' (v) P 1 iz N pY) pP? J 
OR oOR oOR 
Bee e) Ltd L... 
(2 er 1 + op’ Pı r öp! pP: 
a oR @+e) C R 6 Fe) L...) 
" op”) Pi as Ip) P? a 5, 





und hieraus folgt unmittelbar, dass in symbolischer Form genommen 


ORC) OR |, OR (OR „, OR 
Sue = wer ar n er, u ) P, »r . 
Oper) op") op“) op, Pı Op, pP: 
oOR 7 C R N 
RER ER PER Din 


ist oder dass 


OR®) ÖR ,_d/yöR 
(4.) Op@r—) — Ope-1 er (55 ) 
0 Oo oO 
ferner 
ri oRV-)) OR 
(5.) Opern) ae op) . 


Ist nun H das bisherige kinetische Potential, welches eine Funetion 
der Coordinaten und deren » ersten re ist. so enthalten in dem 


=. san A... ee 
Ausdrucke (1.) der äusseren Kraft nur A) und + ) die 





a p”’ de! Oper») / 
Ableitung p”"”, und es ergeben somit die Er FRE (4.) und (5.), wenn 
oH oH ! \ 
R durch pe und 3p0-0 ersetzt werden, die Beziehung 
OP, „ı 94 in O°H 
Op 1) = (— 1) ETTGE Te ) Tz EToE at ” "56 Dopw)? 


und ebenso 


öP, A ‚a, d(_ 08 2H 
Op) = (—1) + Op)ope =") +(—1) "Z Op)op") + +(—1) ( Tor pe)? 








320 Königsberger, über die Principien der Mechanik. 


woraus sich die von Helmholtz aufgestellte Beziehung zwischen den Kräften 
und Geschwindigkeiten ganz unabhängig von der Form des kinetischen Poten- 
tials in der Gestalt ergiebt 


6, OP, te OP - (-1y#2 N O®H Bart oh = \ 
4 op” Op@r=n) Op") Open» Op@)öop% -1) 


und 
u oP., OP, 


92H 
(IN I in PR Fre. BZ 4 Ta oO +) 
y oe Top re Mi dt ( opm)öpe) 7° 
oder nach (2.): 


(8, oP, | On 9, dr oP, es = oP, ), 
vr Te N Op Oper) 


welcher Gleichung also auch allgemein die für die specielle Form von H 
durch Helmholtz bekannte Deutung gegeben werden kann. 
Ebenso folgt aus (3.) unmittelbar 








OR, 1:7 Oi \ Afa OR )+ Sr er OR ). 
e p“ 2) ü op® = 6 pr 1) dt’ Op”) 
oRP-U oR OR 
oe ee a a A. 
op 9) fi p\ ) dt op‘ I) / 
oRV-2) = oR 
( pr» : op) ’ 


und somit, da pß””” nur in RW, RP, R”" vorkommt, wenn AR durch 
oH oH oH 


—, = Abm ersetzt wird, 
op‘ op‘ ) op“ . 


F P - (pH - a d ( 2... 
op“ Löopwmöpe—d 77 dt \Op)öpe=d / 
| 5 I OH ) 
2 OP \ 
fr 1 ) C “H E“ zen 1) ad ( Ye h y = (-— u o’H E: 
£ g op =—Vope =) ww dt Oper =Vop) \ Ope-20p%) I 


und daraus wieder die Verallgemeinerung der von Helmholtz zwischen den 
Kräften und Coordinaten aufgestellten ge 


oP. oP, 


oO°’H o°’H 
Op@r—2) optr—9 


v+1 ass a ae EP a BRACHEN 
mA? ara) di er ) op)oprd 


(9,) 


oder vermöge (6.) 


10). ob _ -1dy OP, op, 


pe Opa» 2 di! Open Oper») (> 
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und ähnlich all die weiteren Beziehungen zwischen den Incrementen der 
Kräfte und denen der niedrigeren Ableitungen der Coordinaten. Von Interesse 
ist noch die Beziehung zwischen den Kräften und den Coordinaten für den 
allgemeinen Fall, dass das kinetische Potential von eben diesen und deren Ab- 
leitungen bis zur vten Ordnung hin abhängt: aus Gleichung (3.) folgt näm- 
lich, dass 


„( OH N _/ oHN‘ OH NN 
OP, 2 ( OP / Be ol Ops ) / 1): d’ ' | Op, J 
re "a op’ 7 de Op®) 


ist, und somit 





al oH al oH \ 
OP; oP, d " \F Po ) Op: ) 
11, OPo Op: y : er p\ op. 
u, o(£ (2) ae”) (SH \ 
a] © \öp, £7 4. | pet _ am 
ie Op" ni Op" = Ope) op®) 


Nachdem wir nunmehr festgestellt haben, dass die von Helmholtz 
aufgestellten Sätze, denen er eine wichtige mechanische und physikalische 
Deutung gegeben, nichts mit der Natur des kinetischen Potentials, nur 
von den ersten Ableitungen der Coordinaten abzuhängen, zu thun haben, 
gehen wir an die Prüfung des von ihm für kinetische Potentiale, welche 
nur die ersten Ableitungen der Coordinaten enthalten, ohne Beweis aus- 
gesprochenen Satzes, dass, wenn die Layrangeschen Ausdrücke der be- 
wegenden Kräfte P,, solche in den zweiten Ableitungen der Coordinaten lineare 
Functionen der p, p, p’ sind, welche den drei Bedingungsgleichungen genügen 

oP OP, 


(12.) öp"' . op" ) 
i OP, or _. 6/08 
ER a "A 2 \ op") 
OP; oP, _ 1 dyoP, OP, 
te Po Br Be 2 d Pa op)’ 


dann stets ein kinetisches Potential existirt, dass ferner die Kräfte P, in der 

von Lagrange angegebenen Weise durch die Differentialquotienten desselben 

ausgedrückt und die Bewegungsgleichungen auf das Prineip der kleinsten Wir- 

kung redueirt werden können. Helmholtz erklärt den Beweis dieses Satzes 

zunächst nur für den Fall von drei Coordinaten p,, und zwar auf die Theorie 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 4. 42 
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der Potentialfunetionen im Raume von drei Dimensionen gestützt, liefern zu 
können. Ich will im Folgenden einen rein analytischen Beweis andeuten, 
den ich hier für kinetische Potentiale, welche nur die ersten Ableitungen 
der Coordinaten enthalten sollen und nur für den Fall von zwei Coordinaten 
durchführe, dessen Gültigkeit jedoch für beliebig viele Coordinaten und, 
wie aus den früher aufgestellten Relationen für die äusseren Kräfte ersicht- 
lich, mit Zugrundelegung dieser auch für kinetische Potentiale in der oben 
erweiterten ganz allgemeinen Form einleuchtet; und zwar soll nicht bloss 
der Existenzbeweis geführt, sondern die analytische Form des kinetischen 
Potentials aufgestellt werden. 
Da der Annahme nach für s=1 und 2 

(15.) P, = fs(Pu Pr Pin P)tfis(Pu Pr Pr P)Pıtfs(Pu Pa Pu P2)P: 
ist, so liefern die Gleichungen (12.), (13.), (14.) für die Coefficienten von 
P, die Bedingungsgleiehungen 


fa = fa, 


(16.) | De a 
op), op, 3 op), op’ 
(17 \ of, na of, pı+ - Of, , np. Ofoz den Of; u Ö F ) 
7 Op! op, pP: Op, P:; op, u pP: Ih 
dh  . pnaee  Teüple - 
(18.\ ro Bo 2(p u At 12 
a, op), Kr op! Pı op, Tp: Op, 4 
(19. of, _ Ar u. a Ms _ fon ) 
ai; OP, op, > \ı op, Op’ op' op\, 7’ 
(2) ) of, re Ofzs. FE 1 (- fh 2 O°f,; ) 
> OP, Op, 2 \ 0p,Op, op\ Op‘, 7 
Her _ A — Up Hg le) 
’)1 \ 01 02 4 ” hai. 3 ; 2 01 TER j 02 ae _ ae = 
Gi? Mr Pranleg Ve p: op’, Op, "TPpr Op Op P: op’ Op P: Op’ Op 
P; Pi P3 P, Ps, OP; pP, CP, POP; 


und es soll nunmehr gezeigt werden, dass sich eine von t freie Function H 


*) Die Gleichungen (17.), welche für s=o aus (13.) hervorgehen, waren, wie 
A. Mayer in seiner Arbeit „Die Existenzbedingungen eines kinetischen Potentials“ (Be- 
richte der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, 7. December 1896) be- 
merkt, in meiner Veröffentlichung (Berl. Akad. 30. Juli 1396) aus Versehen weggeblieben. 
Es mag hier noch ausdrücklich auf den von Mayer gegebenen Beweis des oben aus- 
gesprochenen Satzes aufmerksam gemacht werden, der für v = 1 und beliebige » geführt 
ist und ausserdem das explieite Eintreten der Zeit in die Ausdrücke für die P gestattet; 
zugleich mag noch einer Andeutung in Betreff einer anderen Herleitung der von mir 
in der Einleitung aufgestellten Beziehungen Erwähnung geschehen. 


‘ 
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der Grössen p,, P:, Pı, pP. finden lässt, welche den beiden Differentialgleichun- 


gen genügt 





> oH droH\ oH SUPER. „» u: . SEE o’H „ 
Ka e Op, dd (3 Car "2 3035 Pır 3,73. PıTt Zora Pı Tr Zora Pa5 
P, dt ‘op, op, op,op, Op,Oop, op,op, op,Oop, 
oH dyoH oH FE... OR 5 oE u. > 
op, dt \op, op, opP,Op, Op,OPp,; op,op, Op,Op, 
oder nach (15.) den Beziehungen 
>”H o®’H o®’H 
r x — f — 4 — f., — f., 
(22.) op! Op! fu, op’ Op, fa = fi, op, Op, I; 
oH Ä o’H ER Bu. 5 / 
— — + +--—-n = fu: 
(23 \ op, op,oPı ui op,©P; ! | 
NR De a, , 
Op, s Op,op, PıT7 p, Op; pP: = Im 
Nun folgt aber aus (16.) und (22.), wie leieht zu sehen, wenn 
. » u / E. 
u = F; fı. dp, +/ RB / öp dp, lap! 
und 


I 


a . . / f . 

a Ss 1 99 / n 
H, Sfeapı+ / Ir -/ Ip’ dp! |dp: 
gesetzt wird, 

" ; "oH | on 
H = / H,dp\-+ / | 2. - / Ip! dp, | ap!+ w,pi+w.p! -w, 
worin die Functionen ®,, @,, ® als reine Funetionen von p, und p, so zu 
bestimmen sind, dass den Gleichungen (23.) Genüre zeschieht, oder dass. 
P, > oO 


wenn 
ow, 7 n 0), u Ye 
Op, op, aa 
gesetzt wird, 
"OH 'roH  : ‚ OH ‚cH 
(), em 1 u Bo | | 
24.) / op, dp: ’ / | op, / op, Op. dp: | dp:+p: op, p37 pP. 
/ U i 
Hp,42 Rp fur; 
. cH 'foH TIOM. | BOT, } ‚, OH, 
(28 , -/ Di dpı— / | ( p, Er Op, ‘ pP; dp: |dp:+p: op P: Op, 
, e’( i 
— np, 35 fi» 


wird; die Frage ist nun, ob, wenn nunmehr noch verlangt wird, dass auch 
die Gleichungen (17.)—(21.) erfüllt werden, sich 2 und © aus den Glei- 
42° 
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chungen (24.) und (25.) in der That als reine Functionen von p, und p; er- 
geben. 


bestimmen. 
RI: 
Be 
" es 
(28.) zu 2 < N 
OP, op, 


und da 


ergiebt, 


(29.) 
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Setzen wir die Werthe von fu, und f„ aus den letzten Gleichungen 
in die Beziehungen (18.)—(21.) ein, so werden für 2 und w, die wir zu- 
nächst noch als Funetionen von p,, Ps, Pi, p, betrachten, wenn wir zur Ab- 
kürzung 


(26.) 


setzen, welche Grössen sich eindeutig aus den Gleichungen (24.) und (25.) 


aa | 3 
‚Q-—-=M, p2+—-=N 
Op; 


Op, 


durch eine leichte Rechnung die Beziehungen folgen 


er 0 (2 om ON )= gr = (5 En 1 Ö er) = 


sich aus (27.) 


op! 2) pP, r op! op), 73 =, 
> 1 [7 ‚, 0°’M ‚,-0°’M i — PN \ 
Br: .: Op,op, tp: Op\,Op, rpı Op'op, rP7 Op! op, 
oM Ol 
dp" u p(pı; pP»); öp' u. pp pP») 
2 RS 


worin g eine noch zu bestimmende reine Funetion von p, und p; 
bedeutet, so werden nur die Funetionen 


PP Ph Wlpı Pr Pr Pr Pr Pr) 


so zu bestimmen sein, dass die Werthe 


M = p:p(Pu P)t+YlPn Pr Pl) N=PiPYlPpı P)t+XlPr Pı, P3) 


die Gleichung (28.) befriedigen, also 


ist. 


p, bedeutet, 


ergiebt, 


yo, PP) — „Up Pr Pr) 


Op; op, 


Da sich nun hieraus, wenn AR(p,, p,) eine reine Function von p, und 


vn Pu 9) =  /RCpı P)dp+Rlpu Pi); 


x(Pa Pu PD) = —/ RCpı, Po)dpı+R;(pl, P) 
aus (29.): 


so folgt 


4 1/4 


N 





Prf(Pu P)+ [ R(p., p)dp+R,(pı, Pı), 


Pıp(Pı P:) — /R(py P:) dpı + R;( ps, Pr), 
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und sonach aus (26.): 


P222— rn = Ppp(Pı p)+/ RCp, p)dp+R,(pı. Pı). 
(30.) | 





Pp12+ 3, = PmY(Pı; p)—/ RCpı. p)dpı + R;( pP. P:). 


Um nun zu zeigen, dass sich 2 und » als reine Functionen von 
p, und p, bestimmen, differentiire man die erste der Gleichungen (30.) partiell 
nach p,, die zweite nach p, und addire, so folgt 
RR 
Ei PP Pr pp 
und somit 
‘2 = p(Pı, Pı)+t6, 
also eine reine Funetion von p,, p,, woraus sich dann auch w als eine 
ebensolehe Function ergiebt, indem nach (30.) 


eo _ OR,(p\, P)) Ow _ OR,Cp,, P3) 


op, op, op! N Ps op, ( P» 
ist, und wie durch Differentiation der Gleichungen (24.) und (25.) ersicht- 


lich, mit Benutzung der oben gefundenen Ausdrücke für 7, und A, und der 


jeziehung (17.) 
n ’m oo 


- u - - —_— () 
Up,‘ Pi 4 Ps‘ P: 
og 
folgt. 
Analytische Transformationen des kinetischen Potentials; verborgene Bewegung 


und unvollständige Probleme. 


Helmholtz hat in seiner Arbeit „Ueber die physikalische Bedeutung 
des Prineips der kleinsten Wirkung“ zwei Fälle von Bewegungsgleichungen 
hervorgehoben, in denen eine wesentliche Verminderung in der Anzahl der 
Coordinaten eintritt, und zwar nicht dadurch, dass wie gewöhnlich die Be- 
wegungsfreiheit des Systems durch feste Verbindungen eingeschränkt ist, 
die sich durch Gleichungen zwischen den Coordinaten ausdrücken, sondern 
durch die specielle Eigenschaft des kinetischen Potentials und die Natur 
der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. Zunächst nimmt er an, dass 
das kinetische Potential 

H= —T-U, 


worin T die lebendige Kraft und U die Kräftefunetion bedeutet, von einer 
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Anzahl der von einander unabhängigen Coordinaten pP, Pa - +, P„ frei ist, 
so dass. wenn diese 





um gleich hier Bezeichnungen zu gebrauchen, die 


ich im Folgenden beibehalte — mit 9, pP» ..., pP, bezeichnet werden, die 
zugehörigen Lagrangeschen Gleichungen 
oH d ©H 
-—— +—- = P, 
Op; he di Opr du 
wenn ausserdem P,=0 angenommen wird, in 
d oH 
« f un () (G = 1. Bun 0) 
dt op, 


übergehen, während sich die anderen Bewegungsgleichungen in der Form 
oH d oH ' 
— E- \ - — 2, GmL2 .,0) 
op, dt od; 
darstellen, wenn 
D, - Po+s» %, ai AR 0 +0 = u 


ist. Helmholtz zeigt nun, dass, wenn aus den oe Gleichungen 


cH 
op; m, ra 
worin die Grössen ec, Integrationsconstanten bedeuten, p,. Pa -... P, durch 
Die oncn Das Dir s.., P, ausgedrückt und in die anderen Bewegungsglei- 
chungen eingesetzt werden, diese letzteren, von den p, und p, frei, wenn 
Bo \ ' 2 ' ' 
9 = (H)-c(P)-&(Pp)- —c,(P,) 


gesetzt wird, worin die eingeklammerten Grössen die Werthe nach Vollzug 
der Substitution bedeuten sollen, in 

a 0% + d 2 = 8, G>1,2 ..., 0) 

cp, dt op, 

übergehen, also die Lagrangesche Form und somit auch die Gültigkeit des 
Hamiltonschen Prineips erhalten bleibt. Aber das kinetische Potential 9 
wird jetzt, da die Substitutionsgleichungen die Grössen p/, und p, in der 
ersten Dimension enthalten, in den p/ nicht bloss von der zweiten Dimension 
sein, sondern auch Glieder ersten Grades einschliessen — und „dieser in 
der Mechanik wägbarer Körper gegebenen Analogie gemäss“ nennt Helm- 
holtz auch andere Fälle physikalischer Vorgänge, in denen das kinetische 
Potential auch Glieder, die nach den Geschwindigkeiten linear sind, ent- 
hält, Fälle mit verborgener Bewegung, um anzudeuten — und dies ist eigent- 
lich der von Hertz seiner Mechanik zu Grunde gelegte Gedanke — dass 
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diese physikalischen Vorgänge zu Stande kommen können als Bewegungen 
wägbarer Körper, von denen einige nicht sichtbar sind und deren Einfluss 
dem algebraischen Eliminationsprocesse entspricht. 

Ferner betrachtet Helmholtz noch einen Fall. welcher die Eliminations- 
bedingungen der monocyklischen Systeme in sich schliesst, nämlich den- 
jenigen, in dem wieder die äusseren Kräfte P, dauernd gleich Null sind, 
und im kinetischen Potential die ersten Ableitungen der Coordinaten p, in 
der zweiten Dimension nur mit einander multiplieirt vorkommen, also 
o’H 
Oprop; 


= U) 


ist; unter diesen Umständen sind Bewegungen des Systems möglich, bei denen 
pı =6, Pr=-0 ::, P=% 

ist, worin €, € ..., €, Constanten bedeuten, also alle p, = 0 sind, und die 

Bewegungsgleichungen für diese Klasse von Bewegungen vereinfachen sich 


dadurch. dass dann auch alle 


oH — () 
( Pr 
werden. Die ersten o Lagrangeschen Gleichungen nehmen dann die Form an 
cH 
— (), 
( Pı 


aus denen die p, als Funectionen der p, und p, ausgerechnet und in das 
kinetische Potential eingesetzt, das dann mit (H)= 9 bezeichnet werden 
möge, die weiteren o Bewegungsgleichungen in die Form überführen 


Li 
— 35 
> 


worin das kinetische Potential je nach der Beschaffenheit von H in Bezug 


95 d 05 


op dc p! 


auf die p, eine beliebig complieirte Function der p, darstellen wird, und 
solche Probleme bezeichnet Helmholtz in der Mechanik wägbarer Massen 
als unvollständige Probleme. 

Die beiden in Betracht gezogenen Fälle lassen sich dahin zusammen- 
fassen, dass die zugehörigen Lagrangeschen Gleichungen 
oH d oH 


FE u 0 
Opr dt cp, 
in die beiden einfachsten Annahmen 
oH oH 
-(0 oder — =ıc 
UPr UP, 


zerfallen. 











u 
IV 
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Ich will nun das Eliminationsproblem der Coordinaten zwischen den 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen ganz allgemein auch für die von mir 
erweiterten Lagrangeschen Formen angreifen, jedoch der Einfachheit der 
Darstellung wegen die Annahme machen, dass das kinetische Potential H 
nur von den Coordinaten und deren ersten Ableitungen abhänge, im Uebri- 
sen aber eine willkürliche, von der Zeit freie Funetion dieser Grössen ist; 
die Ausdehnung auf den Fall, dass das kinetische Potential die Ableitungen 
der Coordinaten in beliebig hoher Ordnung enthält, wird unmittelbar er- 
sichtlich sein. 

Suchen wir zunächst die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass die linken Seiten der ersten go Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen sich als vollständige nach der Zeit genommene Differential- 
quotienten einer Funetion der Coordinaten und deren Ableitungen darstellen 
lassen, dass also 


oH \ d oHN dK, oH ER oH | 
+ > = or - ei 
op, dt cp, dt Op; dt! Op; 
ist, so wird 
; oH r 
K,—- —- = —0,(Pı; 04 Pos Pır ++, Po): 
Op; s 
hi H . . } . \ ® n4 .. 
da — die zweiten Ableitungen der Coordinaten nicht enthält, von den 
Up, 


nn 


f 1) . ° 2a . oH 
ersten Ableitungen derselben frei sein müssen, und somit >; als totaler 
IPr 


nach £ genommener Differentialquotient einer reinen Function der Coordi- 
naten eine lineare Function der ersten Ableitungen derselben von der 
Form sein 


Beer: oH Ow, ı Om, 
(1.) op v Op Bart op 
Pr ed Po 


0W, OW, ,, 
op, EP pP, 9 

woraus sieh unmittelbar, wenn r, und r, zwei Zahlen aus der Reihe 
1. 2. .... eo bedeuten, 


rare 


> 0’W,, 0’0,, 2°, OÖ’, 
(2.) OPr.OPp- 6% OP, OPr ' OP, OP: > Op, Op; 
also 
1910) 009, 
(3) Oman Bang, 
\ ( 7 Ir, OP, 1'2 
ergiebt, worin e,,, Constanten bedeuten, für welche e,, = -e,,, ist. 
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Multiplieirt man nun die Gleichung (1.) mit dp, und addirt die so 
erhaltenen Gleichungen für r=1, 2, ...., o, so folgt 


oH 
+ = -dp,+-- +- 
leg im: pt + I + Ze dp,| 
ı} en, Pı p.\ pP, = apıH 5 AP A 
0@, 0, 
tal, a, Prtz = ©) or ME in, Pit ton, dp, 


oder vermöge (3.) durch u 
H = Er Rewe t up RB ne a re | 
+P1/ e wer - dp.)++9/ (7 u, dpit + 5, dp.) 


FERER, > 224 Bas Bis trace Bür-at Di 
worin £2 eine willkürliche Funetion der eingeschlossenen Grössen bedeutet 
und die Coefficienten von P,, ..., pP, vermöge der Gleichungen (2.) Integrale 
von vollständigen Differentialausdrücken in den Variablen p,, ..., p, dar- 
stellen. Setzt man endlich 


0,.—C6,,Pı 77 Cr-ıPr-ıT Orr+ıPr+1 7" CroPo u) b) 


so werdne w, wiederum Functionen von Pi, -.:, Pas Pıs +, P, bedeuten, 
welche nach (3.) der Bedingung genügen 


00; 0, 
(4.) ——-- —-—— =( ,, 
OPr; OPr, Fe, 
worin C,,, willkürliche Constanten bedeuten, die der Beschränkung wunter- 
liegen, dass 
x Y u Y 
(5.) yo, — (m C, Ya 
ist, und es ergiebt sich für das kinetische Potential H als nothwendige Be- 


dingung dafür, dass die ersten og Lagrangeschen Gleichungen in vollständige 


nach der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen, die Form 
H = pw, + +p,0,-+ p, /& dp, +: + ee dp,)-+- 
(6) ed SW n 


oO 00 ! ' ! ! 
+9, /(5 - nd pıt + = ug: sat Pas Pr H Pe)ı 


und diese Form ist I die hinreichende. 
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Denn aus (6.) folgt unmittelbar 


6 ‚ dw, ' dm. ‚ 0w, Ow, nn Bi 8 
op En p; OP; +“ :rp P. op +P, op, ++ +9, Op, Op. ar w.+ ‚Opl ° 
also 
d OH dw, 0w, p' Or 00; d 08 


Te rare tr Bar Paar ar 


und es gehen somit nach (4.) die ersten o Lagrangeschen Gleichungen in 
d 08 
C„pı+C»p+ +C,.1P-1t+ HPprrt" +6 roP Pt — di Op Zn 0 


oder 


082 
dt IC„pı+- +0,-1Pr-1tC w+1Pr+4ıt +0,Pt+ g. — = 0 


über, deren Integral 


oR 
(8.) C„pı+t' +0.,_1Pr-ıt+ Orr Pr t"" + Opı _ h, 
liefert, worin A, eine Integrationsconstante bedeutet. 
Sollen nun mit Hülfe von (8.) die g Coordinaten p,, ..., pP, und 
deren erste Ableitungen aus den weiteren o Bewegungsgleichungen 


>H d oH 
/C „BE u, 20 SEE ce 
(9.) Op; + di op, B, 


eliminirt werden, so sind zwei und nur zwei Annahmen statthaft: 

a) wir nehmen an, die Gleichungen (8.) sind von den Coordinaten 
Pi} +++, p, unabhängig, und entwickeln die Werthe von p,, ..., p, aus den- 
selben, so wird, da diese oe Ooordinaten in, (2 nicht enthalten sind, 


C,, OR .: Sun Uns ER C,, — 0 
sein, so dass die Gleichungen (4.) in 


dw, ni dw, 
(10.) Op rc OP. 





übergehen, und es mögen die aus den Gleichungen 


O8 
(11.) ae h, F=1,2% ....0) 


sich ergebenden Werthe von p,, ..., p, durch 


(12) p=4(Pı, 2:0 Pos Pin ++ Pal en Po= ld -+ 03 Pos Pr >27 Po) 
dargestellt werden. Bildet man nun aus (6.) 


gt 


S 
4 
E- 
= 

= 








Königsberger, über die Principien der Mechanik. 























Ö ’, 





oH „ 90 
——* P- a ee a = +P, Mc EM dp, + Ex -dp,)+ 


+9, /( Om, dp. ++ Ö [2 -dp yaı- - | 


ol. 


\Op.0p, Op, 
oH vo. w zur 08 
oJ Nö pt ta ae) + op," 
also 
d oH dw, Re dw, {1 9o, 0’@, | 
dt Op N Pı Op, Tre Op +) on nt OPsOp, dp.) 2 
oO’, 0°’, d 02 
+ / ( Op,OPp, rt Op,Op, dp.) + dt op} ' 
so gehen zunächst die Gleichungen (9.) in 
En: 
(13.) op er "Se P 


über, worin 42 eine Function von P,, ».., Pas Pıy »= +5 Pas Pıs ++, Po I8t, 


oder nach Substitution der Werthe (12.) für p,, ..., p, in 
o8 dro8® an 
(14.) -( un dt ( op; ) a.” 
worin die Klammern die Werthe der eingeklammerten Grössen nach Voll- 
zug der Substitutionen bedeuten sollen. Da aber nach (11.) 


KR) _LORN,LIRNOR 202, _ (22 RT. 
© re nen +5 I . RA He Et, 


) 3 i Ö .Q ; 
ee a een RE RR 
4 so Kuren die FR (14.), wenn 
: (15.) 9 = (D-hRA—-,R,—-—h,Q, 

: gesetzt wird, worin also 9 eine reine Function der p,,...,2,, Pix»... p/, be- 
deutet, in 

23 I: ö$ h 

A (16.) Bi a 7 5 an = 9 





über, und es behalten somit die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen ihre 
ursprüngliche Form, während das kinetische Potential 59 eine ganz anders 
gestaltete Function der Coordinaten P,, ..., P, und deren ersten Ableitungen 
wird, als es das gegebene Potential H war. 

Fassen wir zunächst den ersten Theil des sich ergebenden Satzes 
zusammen, so finden wir, 









43* 
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dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die den 
Coordinaten pP, ..-, p, entsprechenden Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 
vollständige nach der Zeit genommene Ableitungen von Functionen aller Coor- 
dinaten und deren ersten Ableitungen sind, die jedoch die Coordinaten p.,- - -, P, 
selbst nicht "enthalten, die ist, dass das kinetische Potential die Form hat 





H = pa+: re IeH _ dp 
er I 


- Da (3e -dp ıt° er et y, | -2(p,, Pos P\, Pi Pi, Do): 





worin $2 eine beliebige Function der eingeklammerten Grössen ist, und w,, ..., @, 
beliebige Functionen von Pi, »++, Pys Pır » +, P, bedeuten, die nur der Bbe- 


dingung unterliegen 


, 
( 18 ) eh 
[3 J ” \ Kae er a. TE 
J 


\ / 


Dann gehen stets die weiteren o Bewegungsgleichungen, wenn aus den 
o ersten, welche die Form annehmen 


‚ Ö 98 02 O8 
( 19.) = h,. an, = ww - 0 == h,, 
R © Ip! OP, Op), : 
die Grössen pP, Pax -- .,p, als Functionen von Pı, :.., Pas Pi »--, P, ermittelt 


und substitwirt werden und 


(20.) 9 = ()-h(p)—hr(p)——h,(P,) 


geselzt wird, wiederum in die Lagrangesche Form 


os d 09 Ä B: 
21) Haar 
über. ; 
Fügt man noch die Bedingung hinzu, dass H von den Coordinaten : 
Pr Par, P, frei sein soll, dass also nach (18.) 4 
oH Or az dw, ‚ 00, 0w, ‚dw, 
öp, = PB“ öp, rPp: Dr, +. +P,- Öpe +P, pn +P: pn, SS -+p, 





identisch verschwindet, so folgt, dass die Grössen @, ein; w, constant 


EN re em 


sein missen. 

Für den Fall, dass das kinetische Potential in seiner ursprünglichen 
Form lineare Glieder in den Ableitungen p,, ».., Pas Ps - +, P, nicht be- 
sitzt — wie dies für die Annahme = —T-—U unter der Voraussetzung, 
dass die ursprünglichen Bedingungsgleichungen die Zeit nicht explieite ent- 





= BE TE AL 
ande cs san BEE 








“ 
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halten, der Fall ist — ergiebt sich aus (17.) unmittelbar, dass die Grössen 


O0 2... @, constant und somit H selbst von p,, pP, ».., ?, unabhängig 


® .. 7 . a) OH . ’ 
sein muss, während auch umgekehrt, wenn dies der Fall, also identisch 


Up 
verschwindet, die ersten o Lagrangeschen Gleichungen die vollständige 
Differentialform annehmen 
d oH 


di op, Br 
es folgt somit, 

dass für den Fall des kinetischen Potentials in der Mechanik wägbarer 
Massen der von Helmholtz hervorgehobene Fall der verborgenen Bewegung, 
für welchen das kinetische Potential von einigen der Coordinaten unabhängig 
sein soll, der einzige ist, für den die zugehörigen Lagrangeschen Gleichungen 
in vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen und 
— was dann stets der Fall ist — eine solche Elimination der Coordinaten 
gestatten, dass die resultirenden bewegungsgleichungen wiederum die La- 
grangesche Form annehmen. 

Der oben für beliebige kinetische Potentiale entwickelte Satz liefert 
also zunächst eine Verallgemeinerung der verborgenen Bewegung nach 
einer Richtung hin. 

Gehen wir nun zu dem zweiten Theile der Untersuchung über, in- 


dem wir wiederum die nothwendige und hinreichende Form (6.) des kine- 
tischen Potentials H dafür zu Grunde legen, dass die ersten o Lagrangeschen 
Gleichungen in vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten 
übergehen, und 

b) annehmen, die Gleichungen (8.) seien von den p,. ..., p, unabhängig; 
es handelt sich dann darum, die Coordinaten p,, P» »--, ?, aus diesen Glei- 
chungen zu berechnen und in die weiteren o Bewegungsgleichungen ein- 
zusetzen. Aus der gemachten Annahme folgt unmittelbar, dass 


(22.) (2 = PiPpılPır +. Pos Pr Po)ttPpePpelPin - +3 Pas Pin =, Po) 
ig \ a Be Be nn Ba 


und das kinetische Potential nach (6.) somit die Form annimmt: 


H = pi +Q)++p,(@,+9,)+4 
(23.) 2 om; 


, / € W, \ 
dp,)++»P | (5 dp, ++ 2 dp,); 





+P e; (5 dp, ++ 
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worin @,, ..., @, Funetionen von Pır - +, Pos Pis +++, 9, Sind, welche den 
Bedingungen (4.) unterliegen. 
Bildet man nun 


En = Pie + 1 + .ı P(Gue + Le) 22 m 


op, Op; 
. Bin » 0° rm 
in I. Fa KIT w W 
a a dt) + (a Pitt go. pe); 
OB. ’ Pon.ı dw, det 
Op, u op au 7. Pe Op rl dp, ++ d P.): 
also 
d oH 2 ' d Op, 7 N d Oo d „ op, n pe 
dt op I dı op! Tetpe op "dd a Fpi = TetPe opl 


oo, 00, Piz ’o L } 
+ öp, -p++ Sn, P Ps+P: öp,öp dpı ++ ae Pe)t 
, Oo, 
fin ») 
w Po, OP: OP, Pıt'' + a P: , 
so geht die zweite Reihe der o Lagrangeschen Gleichungen, wenn 
on) / ' ' 4 
(24.) PpıtPRPpttpptPp = P 
gesetzt wird, in 
(25. > A 
23.) op, r dı op, P. 
über, und es entsteht nun die Frage, ob es Funectionen 9, Pa +: Pos $ 
VON Pır 2225 Pas Pir 2, giebt von der Beschaffenheit, dass, wenn aus 
den e ersten Gleichungen, die nach (8.) und (22.) die Form annehmen 
| C„pıt+'"+C.-1Pr-1t+ OrHPrHt +C,P, er 
' ' 7 
| P” h,—Y,(Pı, EEE Pd,» pP; Zen Pa), 
die Grössen pP, ...,p, durch Pi, ...5 Pas Pır seen Pas Pıs.-., pP, ausgedrückt 
und in (25.) eingesetzt werden, die resultirende Gleichung 


27) (ta) = 


wiederum die Lagrangesche Form annimmt 


(26.) 


= WB EL. 
ee) a tan m 


Dass dies aber auf unendlich mannigfache Weise möglich ist, kann 
leicht erkannt werden; sei o=2, o=1, so dass, wenn ©, =1, („= -—I1 








RN RR ST ZREERNTE 
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gesetzt wird, die Gleichung (26.) die Beziehungen liefert 


N Op, ' ni ' Op 
B=-5 p, — op -P1, Pı = ee) 1 > 


so erhält man für 
P = ppı+PP:+P 
statt (27.) als Form der letzten Lade Gleichung 
9, 99, _ 9%, Ip, \arr 09, 99, _ 99, 9P; 
2: Op, Op, Op, pi +Dn a op, Op, Op, op, 
Op dr oöp\ u 


4) 


(29.) 


| op, ie dt op 


1* 





so dass, um der Form (28.) zu entsprechen, wenn 
Op, Op, Op, Op, BER: f 4 
aa Op, On, op ap, Fon Di) 
gesetzt wird, sich eine Function F(p,, p,) bestimmen lassen muss, welche 
die Gleichung 
\ 7 N df oF d OF 
81.) man te ET 
identisch befriedigt, und dies ist in der That möglich, da, welches auch 
die Funetion f(p,, p}) sein mag, der Gleichung durch den Ausdruck 


(32.) F(p,, p) = di / fapı+piw(p)+e, 
worin ec eine Constante und w(p,) eine beliebige Function von p, bedeutet, 
Genüge geschieht. Fassen wir nun die für diesen Fall erlangten Resultate 
zusammen, so ergiebt sich, 
dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die beiden 
Lagrangeschen Gleichungen 


Ö d oH oH d oH 
39. _ — nel _— u 
(83.) Op, + di op‘ 0, Op, + dt op, ’ 


in vollständige, nach der Zeit genommene Differentialquotienten von Functionen 
der Coordinaten p,, p:, pP, und deren Ableitungen übergehen, die jedoch von 
pı und p; unabhängig sind, die ist, dass das kinetiche Potential die Form hat 


(34) H= p(o+p)+p(@+p)+p+P: /[& — "ap + | 3, Ap.), 


worin w, und w, beliebige Functionen von p,, Pa. . bedeuten, die der Be- 


OÖ (ı) 


dingung unterliegen, dass 


- 0W Ow, 
(39.) = 


OD, Op, 








% ei Br" 4 
Mr u a ” 
ar Zah ‚Ss St, ” 


ir RE u 
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ist, und worin ı, $:, Y beliebige Functionen von p, und p, darstellen; in 
diesem Falle wird die Elimination der Coordinaten p,, p: und deren Ableitun- 
gen aus der dritten Lagrangeschen Gleichung diese wiederum in die Form 





Ag AR 
(36 a 
(36.) a A P 


überführen, worin das kinetische Potential 


37.) 8 = pi / I, P)dpı+piwlp)+ PH, Pi) 


st, wenn 





FE Op, 99, Op, 0 
(38.) EP TaBE: Taler: "a: Tone A 2 


geselzt wird, und w eine beliebige Function bedeutet. 

Nachdem damit die Annahme, dass die ersten go Lagrangeschen Glei- 
chungen vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten dar- 
stellen, erledigt ist, sollen nunmehr die beiden einzigen Fälle in Betracht 
gezogen werden, in denen noch eine Elimination der Coordinaten möglich 
ist, und die dadurch definirt sind, dass entweder in den ersten e Gleichun- 
gen die Grössen Pı, - ++ Pys Pır ++, P, Micht explieite vorkommen und die 
Werthe von pi}, ..., p, aus diesen ermittelt und in die weiteren o Be- 
wegungsgleichungen eingesetzt werden, oder dass die zweiten Ableitungen 
von Pix «=, pP, in den ersten g Gleichungen nicht vorkommen. 

1) Sind die Gleichungen 
oH d oH 
On "ar op 


— pen 


oder 

>H @ o°H P o°®H Mr 6 o°’H 0 o’H . 
(39,} FR . ’ ar Ri; ———— 5. ——— — —— a) En ; — () 
er 2 Op; Ops BT Op; Op5 pt2e Pr: ÖPe r2: Op; Op: 


von den Coordinaten p und deren ersten Ableitungen frei, so müssen es 
offenbar auch die Grössen 
9”H o®H 
u. rer 
Op, oOpd OPr Ode: 
sein und also die Form haben 


o°’H 


' ! 
öplöp) .r P.); 


o*H 
Op; op: 


er 2.(Pı oo. Pos p;,; ... p,). 


Pr > Bu LE TAN: Ba in FL 3 a a na Do Bahn ER 








Sci 20 ER ER 
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und somit, da 











o°®H BE ee ee er Pi 9 
7 _— EN GE -— en — () 
Op;Op5OP: Op: Oops 
ist, &,; von p, unabhängig und daher 
o’H Ä 
(40.) = 0,5(Pır =. Po) 


Op. Op) 
sein. Da aber auch der übrige Theil von (39.) von den Ableitungen der 
o Coordinaten frei sein muss, also für 4=1,2,..., o der nach p; ge- 
nommene Differentialquotient 


o®H OH ,. o°H vo’ Ö°H 
ta —-+2 pı+ 3. 7 —- 
1 op; oP,OPp; 


re su ee nır 3 ji = U) 
OPr OP, OPr Op, 1 Opr OpsCPp; 


identisch befriedigt sein muss, so folgt 








o’H u >. N 
Op,op, Op'öp, TG ©, p. = 
oder da nach (40.) w,, = w;,, ist, identisch 
nu u .. 
o°’H o’H go n .; | 
(41.) Et en pie 0 
Op,©p, Op,Op' 0, 


und daraus ®,,; = 2c,,, worin c,, = c,, eine Constante bedeutet, so dass nach 

(40.) sich für das kinetische Potential 

(42.) | H= 256,3 PP +35pars(Cpı, ie ar 
| RL in ter a Mar on Bat Pin hr or Pl 

ergiebt, worin die Functionen » der ersten der Gleichungen (41.) gemäss 

zunächst der Bedingung 








Ov} OV, 
43. Pi. 6 AUPER 0. der 
(43.) In, = 
genügen, und die ersten og Bewegungsgleichungen die Form annehmen 
v 7 ON ee ne a a 2 ie £) 
250,53P5— ut EEE 3 Dos Dir >24» Dar Din ZEIH. 
1 Op, 
(44) 5, DPelEn 2223 Ber Dr 20 Ber Dino 9), 
BR op, / 
ER rn Ba Di ie 
+3 | u I eV; 
eN” OP r 





die aber noch nicht von p frei ist. Damit dies der Fall ist, muss zunächst 
der Coefficient von p/, von dieser Grösse unabhängig und somit 


BE Re RE + Pa Bir s- nn WA 
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sein, worin die Funetionen Q, der Gleichung (43.) zufolge der Bedingung 
unterliegen 
od, OQ,, 
ag ze 
ist dies erfüllt, so müssen noch die beiden mittleren Posten der Gleichung 
(44.) von p1, »» +, P, frei sein und daher mit Benutzung von (45.) 
oN 0 dr 





OPr +27 Op, p, = T,(pı, „.. PD; p,, ... p,) 
oder 
a 0er od, O0, O0, 
(47,) | N SEHR FT Zu ap, Pt u. öp dp, 
| —Pı T, —pT,—---—p,T,+U(p,, or Pos P,, ..., P,), 


worin unter dem Integral vermöge (46.) ein vollständiges Differential nach 
den Variablen p,, ..., p, steht. Setzen wir aus (45.) und (47.) die Werthe 
von v, und N in den Ausdruck (42.) ein, so ergiebt sich als nothwendige 
Bedingung dafür, dass die ersten o Lagrangeschen Gleichungen von den 
Grössen Pi, »..5 Pos Pis ++, P, frei sein sollen, die folgende Form des 
kinetischen ra 





H=3 5,3 6,3p!p+ Zap5(Ro+ Qy)+ Zu P, [& “ah. Ange + dp,) 
(48.) 
— Z,p,T,+U, 


worin alle hierin vorkommenden Functionen willkürlich, nur die Q der 
Bedingung (46.) unterworfen sind. Da aber aus (48.) umgekehrt 


oH Zu 4 ' 005 4 ' 0, 

pr un < Ps Opr +2) Bed, en 

OH e 

mt DE 

op} 223 C‚„ps+ R,+ On 

also 

d oH 5 u 7 00, _ O0; ! 
di op! = 2890,pj+ 2 2. op u) +2,2 Op “ 4) +25 Oops ps+ 2: op, p, 


sich ergiebt, so nehmen die ersten @ ENT FE in Folge der 
Beziehung (46.) die Form an 


OR Pir + Pina) OR, 22 Pin an) gun 
(49) 2:epi+z: 0 ÖP + ep Pi 
| HT ei 


WOFIN Pıs #444 Pos Pis +++, P, fehlen, und wir finden somit 





ZECHE HELLE EEE ET 


EEE. 
EEE TEEN 


EEE 








Bu RT 
BE 
FREE RN 
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dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die ersten 
9 Lagrangeschen Gleichungen von den Coordinaten p,, Ps», -.., P, und deren 
ersten Ableitungen frei sind, die ist, dass das kinetische Potential die durch 
(48.) dargestellte Form hat. 

Setzt man die gefundene Form von H in die zweite Reihe der Be- 
wegungsgleichungen 





oH d OH a 
ee op 7 dt op “. B, (3 —ı &. ... ) 
ein, so folgt wegen 
oH Q 6 IR 5 ee 0?0, \ 
= P: + <= - dp, + + ——— dp, ) 
op, 33p(5,, )+2 (5 Op, pır Op„Oop, P;, 
53 oT, ol 
— $,n1,— 
1 I od; od 
© ’H a... a 00 00, u oT OU 
EEE, \\ N eu ER Ten FRE, an . 
Op = P3 öp! +/ ( dv, dp, + äy, dp, pP, an + 
und somit 
d oH a: ‚d oßR; od, er | 00%, _ı 
d op 7 zes + Irps- dt öp' r öp, Fra, Pe 
I. oT, x d oT. | d oUV 
+20, /G,, 2 rn .. 2: dp) Er tar nr 
die un 
e ,„oOR; E-;, OR; d oR; E-.. 
Be g'. nr a u — B; 2 
50 tn) . N 
(d .) .-. | (- oT, ” d nr + d OU Ai R 
r "Pr op, Eu p. dt op iR 


statt der weiteren Zagrangeschen Gleichungen, in welche nunmehr die aus 
(49.) sich ergebenden Werthe von pı, P2, »--, p, einzusetzen sind. Da 
aber diese Substitution die Grössen p und p’ selbst nicht wieder einführt, 
und die zweite Reihe der o Lagrangeschen Gleichungen nur die Coordinaten 
PD, -.., P, und deren Ableitungen enthalten soll, so dürfen die Grössen 
Pıs ## 3 Pos Pir +++, P, In (50.) gar nicht vorkommen, und es müssen somit 
die Beziehungen 


i EEE ı 
1.) tan. 


und 


(52.) rar?! 
44 * 
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identisch befriedigt sein. Da aber T die zweiten Ableitungen der Coor- 
dinaten p, nicht enthält, so erfordert die identische Beziehung (51.), dass 
IT. = Tu +. P)Pı+ Tarpı, +. Po)pt 

| + Tu 2:2 Bde t Felde . :, Me) 


Wr 
NSG 
N, 


und wegen 











oT, 
op’ = T,(pı, ii P,) 
weiter aus (51.) 
oO T, - ' Ö Du ’ © ITyır T,, n 
de Se a . To En. un > 0 
op P op, 7° ©. op, Bi OPo Po 
welche identische Beziehung die Bedingungen nach sich zieht 
u = OT, r OT, 
(54.) T,=c, md —- = <—-, 
op; Oops, 


dureh welche somit (51.) identisch erfüllt ist. Aber die Identität (52.) ver- 
langt vermöge (53.) die Beziehung 

d OR, OR, 

a re 


woraus wiederum, da die rechte Seite die zweiten Ableitungen der Coor- 
dinaten nicht enthält, 


(99.) R, —. R,.(pı, 0 P,)p + +R,(, ...;: p,)p,+R,.(p,, .u.. p,) 
und genau wie oben 








si - Dr N OR,,; OR,;; OR 
(96.) a» u 7 u. _ .—_ 0 
\ E op, OP;, od; 
folgt, so dass die Bewegungsgleichungen (50.) die Form annehmen 
un g Z oU ® d © U q 
(97.) sp; Rs— — - = 8, 
\ / =3p5 sd op, nz di 6 op! %;, 


während das kinetische Potential (48.) in 


0 


H = Z, 3C,5p.p5 + "25 EN. -+R 9, +05) 
(58.) 





+ EP, [= dpi th" +7 dp.) - - 3, p.(T, Pit +T,,p,+6)+U 


übergeht. Setzt man ah in die lien (97.) die aus (49.) oder 
vermöge (53.), (95.) und (56.) aus 





(99.) 2.850,,p5+ 2 5. pl a pı+ + = ”p,)+2: Rp, + ec, = 0 
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oder endlich nach (56.) aus 


. 


(60.) 2 3 c,spy+ - Z Sn Rp, +e, = 0 
sich ergebenden Werthe von p}, P2, -:-, P, 
7) d = ! d 4 ' d 4 Fr. Y 
Pı m. C. Zn Rndt Ce <=) R..P,+ +06, dt =, RP, +6, 
" eo. C d >> R 3 1 C d < R ! Er 4 C, R y’ c,, 
P: < ol di - 7 1 02 dt er n2P),, Br 7 = <ı noP) + 


worin, da c,=c, war, auch C,=(,, ist, in die Gleichung (57.) ein, so 
zeigt eine leichte Rechnung, dass, wenn 


W = 3r4P2 (CR, +C„R++C4R,JR,, 
(61.) di Sri Pe TE ee „+ Bi 5 JR,.! 
246 0, / (R,.dv, + R,,.dp, ++ R,.dp,) 





gesetzt wird, worin unter den Integralen der Gleichung (56.) zufolge voll- 
ständige Differentialausdrücke stehen, 


e oW d oW 
spyRys = -—— +5 
- Ö Ps so op, + di op; 
wird, und die zweite Reihe der Lagrangeschen Gleichungen, wenn 
U+W = 
gesetzt wird, nach (57.) in 
os d 09 st 
op dt op; a ü 


übergeht. 

Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt sich der 
folgende Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die ersten o 
Lagrangeschen Gleichungen von den Coordinaten Ppı, Ps +++, P, und deren 
ersten Ableitungen frei sind, ist die, dass das kinetische Potential die Form hat 


g 6. ® ' ” ' ! od, c I. 
H = 2r,ö6,5PrPa tr Zsps(Rrt O)+2: 9/5 3 er ur : dp.) 


ai fi p,T,+U, 


worin die Functionen R, T, U willkürliche Functionen von dı, ».., Das Dir +++, D5, 











342 Königsberger, über die Principien der Mechanik. 


0 Functionen von Pi, ==: Pos Pır ++, P, sind, die nur der Bedingung unter- 
liegen, dass 


OOr, OP. 


OD. DDr 
ist, und ausserdem c,; = cC;, ist. 

Fügt man ferner die Forderung hinzu, dass auch die weiteren La- 
grangeschen Gleichungen von p,, ..., p, und deren ersten Ableitungen unab- 
hängig sind, so ergiebt sich als nothwendige und hinreichende Bedingung die 


Form des kinetischen Potentials 
HH = Sn csp,ps +35 py(Rıspı ++ R,5P,+ 05) 
1 


te 


worin c, Constanten, die T,. und R,, willkürliche Functionen von P,, ..., PD, 
bedeuten, welche nur der Bedingung unterliegen, dass 


Ö pP OT, OR,, OR,; 


dp,)— 2 p,(T,Bi4 +04 6,)+ U, 


—— 





“ 


Op, tn Op,, 
ist. In diesem Falle liefert die Elimination der Grössen p,, .... p, zwischen 
den sämmtlichen Bewegungsgleichungen für die letzten o dieser Gleichungen in 
den Coordinaten P,, ..., P, und deren Ableitungen wiederum Gleichungen der 


Lagrangeschen Form 
OH d ©. 


"a tan” Pi 


worin das kinetische Potential die Form hat 


jr 


> = 


BR) - U+S, Ip, (Cu Ru++0„uR,)Ru++(C,R.+"+0,R,)R,,| 


- 2, c„/ (R,. dp, bh + R,.dp,);, 


und U eine beliebige Function von %,. ..., Pas Dix +, P,, ferner R,; will- 

kürliche Functionen von %,, ..., P,, welche nur der Bedingung unterliegen, dass 
OR, ; OR.; 
OP Opa 

C,,„ und C, willkürliche Constante bedeuten, von denen die ersteren der Be- 

dingung ÜC,,= C,, unterworfen sind. 

Sind 
" 


2) die ersten o Zagrangeschen Gleichungen von den Grössen p\, .... p, 
frei, so wird unter der Voraussetzung der Ausschliessung der Integration 
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der Gleichungen nur die Annahme zulässig sein, dass diese Gleichungen 
ausserdem noch entweder von den oe Üoordinaten oder von deren ersten 
Ableitungen unabhängig sind. 
Die Unabhängigkeit der o Bewegungsgleichungen 
oH d oH 
09 13 dt Op; erh 

von den zweiten Ableitungen der Coordinaten p,, Ps, ».-, P,, fordert zu- 
nächst für das kinetische Potential die Form 


ua ee Pt 
“. #0 20 Wok TUMOREN, SORE ABRRBT A 

BE a Bes Br 3 Be Br + 
und führt die obigen Bewegungsgleichungen in 


Fu \ 
©» 
IV 

u 





Op, _ 09, Pr 2. AN ae, Se... Dee 
( op, Ö 'p, )pi+ ) + Op, Pr 'p; )p, op ). I op, D; ) | ( p, p, 
(63.) | | 
( f, Bi og, ' 
ET D, ee D, 71 V 
op, ( D 





über. Sollen nun diese Gleichungen 

a) von den Üoordinaten p,, ..., 2, unabhängig sein, so muss dies 
auch für die Coeffiecienten von p, stattfinden, und es wird daher , die 
Form haben 


(Earl Pas Pr + PdtS&lpı >=: Pas Pr ++ Po)ı 


und die Bewegungsgleichungen (63.) werden in 


o8, oR O8, oe De Oi... 0W; ., 
Re By My oz Amy. da, 
u. r N 


op op C Ps op, P: cp, od, 
o8, N o8, ’ a 00; 7 c (), 7 
art tn tr rn te rar od 
od, Od, op, od, 


übergehen; da nun aber die Coefficienten von p,, ..., p, für sich ebenso wie 
der übrig bleibende Theil der Gleichung von den e ersten Coordinaten 
unabhängig sein müssen, so wird die letzte Gleichung, wenn 





rn Oo, o8, 4 ’ \ 
(65.) m eo Dr Pır >. Po) 
und 
ö D OB, , o8, 
(66.) — — tar + 
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also 
o=n/C u dp) + 
(67 f 08 2, 
64.) +, /( ps = apı+ Op, P MATT 2.) 





Be A EEE our, Pos Pıs ser, Po) 


gesetzt wird, und zugleich berücksichtigt wird, dass nach (66.) 


0°9, 02, 
OpOp., OPsOPpr ' 
also nach (65.) (7 
V,, = 6, 
ist, worin 6, = —c,, eine Constante bedeutet und c,, = 0 ist, in 


00, 00, Gebr 


(68) DH = 0 


übergehen, die nun in der That von p,, ..., p, frei ist. 
Da nun mit Einführung eben dieser Grössen das kinetische Potential 
vermöge (62.) die Form annimmt 


(69.) 1 = ++ ++ St - dp,) 


| ee 
welche, wie unmittelbar zu sehen, nicht nur die nothwendige sondern auch 
die hinreichende Bedingung dafür ist, dass die ersten o Lagrangeschen Glei- 
chungen von den Coordinaten P,, ..., p, und deren zweiten Ableitungen un- 
abhängig sind, so gehen die weiteren o Bewegungsgleichungen, da aus (69.) 


OB _ . 1 rl - Bit + en Re) p 


Op; op; Op, 
ir 8, oR, OR, ._oy 
ES a re 
ferner 
AH Ow, 0%, ı, (ro8, = 
op v5 p; bat ur Pet S = dp ++ op. e dp,) 
08, I 5... 9. 1 


—Pı Op 





(70.) 
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also 
d OH 00, , a d 0m, RE 77° Gmes: ' or 
a Pe to Pt 
0% ! A N ; os, \ o’R, 
En BIER? tt aan, We) 
d eo, d 0 2, ‚oR ; 8, d ow 
Pi Op Pe ap Präp ——Pe äpı Tr op! 
folgt, über in 
00, O u, ,„ Oo, 0, 
op’ Pı Tetap Pe +p(— op," nn Op’ pe 
0@% d 0, Ö = d oR, 
- Op, 7 op’ )- Pi (-% er? wi 
m da Ö 2 \ ‚ OÖ 2, 82, en 17 Be‘ 





Sollen nun pe Grössen Pı, » +»; » und dien kalan aus (68.) 
und (70.) eliminirt werden können, so muss (70.) von P,, ».., pP, selbst 


frei sein, also 
O2, d 092, 
er op. 7 dt op‘, 
identisch erfüllt sein, woraus, wie leicht zu sehen, unmittelbar sich ergiebt, dass 
= B,.(Pır - 3 P)pit + Palpır PP. +C, 


sein muss, worin C, eine Constante und 


” Oo. P oD,, 
(1) m 


ist, und es gehen somit die beiden Gleichungen (68.) und (70.) in 


Cpıt +6, Pg1 -P (4 -P, .)+ +P, (de -D, .) 








(72.) 
OÖ Ur „ 0, „ 
+ dp a un ı dp) pP, = V 
und 
00, Br, ow, | - Om, 
er) Op’ Pı | er ap! Po +pi(— Op. r "du 
i 0, d ow, db , ‚. d ow I 
+P,(— öp, r di Fr)-r u gt +5 u: n) =%, 
über, während das kinetische Potential H nach (69.) ii Form annimmt 
oO, 
24) | u = (+ )pi+ +++ EDS Ce dp ++ Sn °dp,) 
| -P,(Pupıt + a re ) C,) +v; 


setzt man nun die Werthe von p,, ..., 2, und die daraus hergeleiteten von 
Journal für Mathematik Bd. CXVIII. Heft 4. 45 
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Pı> ++, P, aus (72.) in die o Gleichungen (73.) ein, so ist zu untersuchen, 
ob diese Gleichungen wieder die Zagrangesche Form annehmen und weiches 
ihr kinetisches Potential ist. Um zunächst die geringste Anzahl willkür- 
licher Funetionen in den drei letzten Gleichungen zu haben, setze man 


(74.) S®, dp, + + P,,dp,+-- -+P,,dp,) = PD ‚(Pı; P>, nn P,); 


was der Gleichung (71.) zufolge erlaubt ist, wonach die o Gleichungen (72.) in 





(75.) C„Ppıt+c,P, = — 
übergehen, während (73.) in die Form gesetzt werden kann 
| (pw, + -HP,W, d (pw, +'+PsW, p! ob, p' op, 
Mn ui m BE nn > A IN ei ER 
(76.) Ps di ops z e in "0% 
0% dı op ’ 


und das ‚kinetische Potential die Form annimmt 
IR, 
= (w, +2)Ppı re +(w,+ 42 Pt B7) A dp ++ dp.) 
do, dd, | 
Da sich aber die Gleichung (75.) auf die Gestalt bringen lässt 
2 (e1Ppıt"+6,P.+W,+P,) =(, 


worin ?, eine Funetion von P,, ..., P,, @, eine solche von P,, ..., P,; 
Pi, »+ +, P, Ist, so werden wir auf den oben behandelten Fall geführt, in 
welchem die linken Seiten der ersten g Lagrangeschen Gleichungen sich 
als vollständige nach # genommene Differentialquotienten darstellen lassen, 
in welchen die Basis des Differentials von p,, ..., 2, unabhängig ist, und 
für diese Formen war gezeigt worden, dass z. B. für e=2, o=1 die letzte 
Bewegungsgleiehung wieder die Lagrangesche Form annimmt. 
Wir finden somit, 


Te 
=] 
=] 
u 





dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass o La- 
grangesche Gleichungen von den zweiten Ableitungen der Coordinaten pı, -.-, P, 
und von diesen selbst unabhängig sind, dass ferner die sämmtlichen anderen 
Bewegungsgleichungen die Coordinaten pP, ..:, p, ebenfalls nicht enthalten, die 
ist, dass das kinetische Potential die Form besitzt 


2 os, 
= (0 +2,)Pp + +(w,+2,)P, +2: / (5, = dp + +- dp,) 


m. un, F 0) Pe -— +0,)+W, 
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€ 


worin C,, ..., C, Constanten, w,, ..., o, und w Functionen von Y,, ..., P,, 

Bei Brie PD, Functionen von Yı,..., 2,5 As ss. 42, Functionen von 

Pr +++, Po Pır ++, 9. bedeuten, die der Bedingung unterworfen sind, dass 
00, _ 89, 


en u C,, 
OPr, OP: en 





ist, worin c,,, Constanten darstellen. In diesem Falle gehen die ersten o La- 
grangeschen Gleichungen in die vollständigen Differentialausdrücke 


d 
= [ep + +6,,P, +0,+®B,)) = 0 


über, während die Reihe der folgenden Bewegungsgleichungen die Gestalt annimmt 


(p,@,+'+Pe@, d po +'-+p,0) »O®, ‚ob, 
— - —- > —p, — = ed —— 
op; di op: Pı op, Pe op, 
— o» - e a — 2} 
op, di « p, de 


und diese Gleichungen lassen sich z. B. für o=2 und o=1, wie früher ge- 
zeigt worden, auf die Lagrangesche Normalform 
oO d 09 
RB öp, u öp' en 
reduciren. 

Die Unabhängigkeit der 9 Lagrangeschen Gleichungen von den 
Grössen P,, ..., 2, hatte die Form (62.) für das kinetische Potential er- 
fordert, und es blieb nur noch der Fall zu betrachten übrig, dass 

b) eben diese Gleichungen von den Grössen p\, Ps, -.., p, unab- 
hängig sind und eine Elimination der Werthe der Coordinaten p,. ..., p, und 
der daraus hervorgehenden Ableitungen derselben aus der folgenden Reihe 
der Bewegungsgleichungen vollzogen wird. 

Aus der Form (63.) der ersten g Bewegungsgleichungen folgt, dass 
die Unabhängigkeit derselben von den Grössen p\, .. -, p, die Bedingungen 
nach sich zieht 

(78.) - DR . M 


op, Op, ” Op, OP; 


und daher diese Gleichungen selbst die Form annehmen 


r 


? 09 Op, .ı E Op- a TB, ER Op, Bi 
(79.) Op, + op, Pı+ + Op, dr op" p, + + Op, PD, . 


worin die Functionen $,,..., P,, Y von den Grössen Pı, «+: Pas Pır #3 Pas 
Pi, ».., pP, abhängen, und das kinetische Potential die Form besitzt 
(80.) H= pt +gRp,+Y- 
45* 
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Um zu sehen, ob diese Form des kinetischen Potentials durch Eli- 
mination der Grössen p,, ..., ?, und deren ersten und zweiten Ableitungen 
wieder auf Gleichungen in den Coordinaten p,, ..., p, von der Lagrange- 
schen Form führt, untersuchen wir den Fall o=1, o=1, für welchen 
das Potential 


(81.) H = p1Yı(Pı, Pı, P)+P(Pı, Pı, Pi) 
die erste Zagrangesche Gleichung in der Form liefert 
Op, dp ei 
(82.) =r Op, 2 1 op, pP + p’ pı sag 0, 
aus welcher p, als Function von p,, pı, pi 
(83.) pı = w(pı, Pi, Pi) 
und daraus 
! D ' 6 D ıı 
(84.) ae Fu i AT pi ” pr 1 
und 
y Y Be + - O'w 2° Er. 
öl. a at air! a SW pr 
- 7 0’ 0°’W 7 72 72 
(85.) +Pı (aprr- D, + KR p, + ön'öp ATONTZ ‚Pi ey pP Pı 
IE 0° () 2 m 0 mm 
+Pı (ap 'op, D, + ET p, + pp? Pi" )+ N id D, 





sich ergeben mag. Setzt man die Werthe FR (84.), ü in die zweite 


Bewegungsgleichung 
oH + a oH — I 
7) er 227 


oder in 


Op, " Op O’p 1 
Sp HD (er + N) 
(86.) RR 

Tr = » 
dt Op! 





ein, so muss jedenfalls, wenn diese nach der Substitution wieder die 
Lagrangesche Form - ” 

udn 
annehmen soll, worin $ eine Function von p, und p; ist, der durch Sub- 


rm 


stitution des Werthes (85.) eintretende Coeffiecient von p} 


op, 0 
ep, pi 


= 0 
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sein müssen, also, wie aus der Form von (82.) hervorgeht, 


A =-0 und p=wlh, bi), 


op, 


so dass das kinetische Potential die Form annimmt 


(87.) H = PıPı(Pı; P)+Y(lPı Pıs pı), 
und aus der Gleichung (82.) 


nd og, 4’ RR 
die Werthe von 
f R Oo P Bl, „ 
4 Kom w(P,, Pı), mn“ op, pı+ öp' Pi 


auszurechnen und in die Gleichung (86.) 


} A d Op ir 
Su Pop ta Pi 


einzusetzen sind. Bezeichnet man das Resultat der Substitution, wie bereits 
oben geschehen, durch 


0) (Der Dee) 2r 4 El2R) = 2, 


und bemerkt, dass 


r : du 
. . (> wu 2 26, 


(p) du 
Ta: (4 a 


() = er 


identisch erfüllt wird, so liefern die beiden letzten Gleichungen 


a 2210 Due a2 Zr 22 


°P \ 10107] 
- ln ar]. 
und es geht (90.) über in 


2) d &Ky) _(2p\ do »_Af,(Om\ do] _ og 
(91.) a - rer] = 8: 
Da Fre aber nach (31.) und (32.) 


2m) Ze ger Efpl2n) 2] = 2(2n) Ze urn d[lie) Ze] 


und dass nach (88.) 
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in die Form setzen lässt 


OF d oF 
BI Tr 7 


worin 
a er ! Op, (#17) ' y’ 
F= P/ (3) ap itrıyh) 
ist, so finden wir, 
dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die eine 


der beiden Lagrangeschen Gleichungen von den Grössen p, und p, unabhängig 
ist, für das kinetische Potential die Form 


H = (pP, Pi, Pı)pıtY(Ppu Pı, Pi) 
erfordert; soll nun die Elimination von p, aus der ersten und zweiten Be- 
wegungsgleichung wieder eine Gleichung der Lagrangeschen Form ergeben, 
so ist unter der Voraussetzung, dass eine der äusseren Kräfte Null ist, noth- 
wendig und hinreichend, dass p, von y, unabhängig ist, und zwar nimmt dann 
die zweite Differentialgleichung die Lagrangesche Form 
9 


d 09 _,; 
"ataann 9 


an, worin ? 
9 = (+ f Ei ) = dy, 

ist, und die eingeklammerten Ausdrücke die Werthe derselben nach Substitution 
des aus der ersten Bewegungsgleichung hergeleiteten Werthes von p, als 
Function von y, und y\ bedeuten. 

Somit sind alle Fälle untersucht, in denen die Beschaffenheit einer 
Reihe ven Bewegungsgleichungen eines Systems, in welchen die äusseren 
Kräfte Null sind, die Elimination von Coordinaten und deren Ableitungen ge- 
stattet, ohne partieuläre Integrale zu kennen, und daher auch alle Fälle der 
erweiterten verborgenen Bewegung und unvollständigen Probleme ermittelt, 
welche kinetische Potentiale voraussetzen, die nur von den Coordinaten und 
deren ersten Ableitungen, im Uebrigen aber beliebig von diesen Grössen 
abhängen. Die Behandlung selbst zeigt, wie die Untersuchung auf kinetische 
Potentiale auszudehnen ist, welche beliebig hohe Ableitungen der Coordi- 
naten enthalten, wie sie bisher den obigen Untersuchungen zu Grunde ge- 


legt wurden. 
(Fortsetzung folgt.) 
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Neuer Beweis der Existenz eines Integrals 
einer linearen homogenen Differentialgleichung. 
(Nach einer Mittheilung von Paul Günther.) 


(Von Herrn M. Hamburger.) 


Mein leider allzufrih der Wissenschaft entrissener Freund Paul 
Günther theilte mir zur Zeit mit, dass der von Herrn Fuchs im 66. Bande 
dieses Journals S. 122 ff. gegebene Beweis für die Existenz eines Integrals 
einer linearen homogenen Differentialgleichung einer Vereinfachung fähig 
sei, indem an Stelle der a. a. O. S. 123 angewandten Hülfsgleichung eine 
andere eingeführt wird, deren allgemeines Integral unmittelbar angegeben 
werden kann. Es sei mir gestattet, die erwähnte Mittheilung im Folgenden 


auszuführen. 
Es sei 
d”y dr—'y dr—2y | 
(1.) dx" — Pı der— + Ps 200-8 er. P.Y 


eine lineare homogene Differentialgleichung zter Ordnung, deren Coeffieienten 
in der Umgebung eines Punktes x, eindeutige endliche und stetige Fune- 
tionen von z sind, sei ferner a der x, zunächst liegende singuläre Punkt, 
in welchem eine oder mehrere der Funetionen p unstetig werden oder sich 
verzweigen, und r beliebig wenig kleiner als |a—:x,|, der absolute Betrag 
von a—z,. 

Innerhalb des Kreises um den Punkt x, mit dem Radius r seien 
M,, M;, ..., M, die Maxima der absoluten Beträge der Functionen resp. 
Pr Pr Pu Es ist dann für =, 
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' dx” r* 
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Die sämmtlichen Ableitungen einer der Differentialgleichung (1.) genügenden 
Function y lassen sich auf die Form bringen 


a n—1 

2 = U.) an +4. @) 
worin die Grössen \ sich aus den Grössen p und deren Ableitungen durch 
die Operationen der Addition und Multiplication zusammensetzen. Bilden 
wir nun die Differentialgleichung 


' du nd EN... 3. M, Ar—u M, 
= werte y a (eay" 
r 


T 











r 


so lassen sich die sämmtlichen Ableitungen einer derselben genügenden 
Funetion # in der ähnlichen Form 
d’u d"=/u 


2 3 FE 

de‘ ee dr TO de? 7 + Bu 
darstellen. Die Grössen B gehen aus den entsprechenden Grössen W her- 
vor, indem man an die Stelle der Function p, und ihrer Ableitungen die 
MN, 


Funetion — und deren Ableitungen setzt. Daraus folgt, dass 


u. 


r 
Du) > Auılzo), Dalzı) > Yalanl + Dan) > Anl) 
ist. Das allgemeine Integral der Gleichung (2.) ist aber bekannt, nämlich 
u= P> e,(1- er)", 

WO S,...s, die Wurzeln der Gleichung 

s(s—1)...(s—n+1) = —Mırs(s—1)...(s—n+2)+NM;r’s(s—1)...(s—n+3)—-- 
+(-D’" Mr" "s+(—D"M,r" 

sind. Im Falle, dass mehrere Wurzeln einander gleich sind, z. B. 4, Wurzeln 


gleich s,, ein Fall, der übrigens durch eine passende Wahl der M stets 
vermieden werden kann, lautet die zu ihr gehörige Gruppe von Integralen 


e—xr, \o T—T, \o — 
u, = (1- Be ) u, =(1- “ log (1— 2): FE, 
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In jedem Falle lässt sich das allgemeine Integral von (2.) in einer nach 
ganzen positiven Potenzen von 2— x, fortschreitenden Reihe entwickeln, die 
convergent ist, so lange |e—x,| <r ist. Es genügt also der Differential- 
gleichung (2.) eine in diesem Bereiche eindeutige endliche und stetige 
Function « von der Beschaffenheit, dass x, L. > i jo en beliebige 

dx dx dar! “ 
positive Werthe erhalten können. Folglich existirt auch eine in demselben 
Bereiche eindeutige endliche und stetige Function y, die der Differential- 
dy d’y d1y 


de’ da?’ de! für 2 = r, be- 


gleichung (1.) genügt, derart, dass y, 


liebig gegebene Werthe annehmen. 
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semerkung zur vorstehenden Mittheilung 
des Herrn Hamburger. 
(Von Herrn L. Fuchs.) 


In meiner Arbeit „zur T'heorie der linearen Differentialgleichungen 
mit veränderlichen Coefficienten“, welche ich vor Ablauf des Jahres 1864 
vollendete und im Januar 1865 zur Publication im ÖOsterprogramm der 
städtischen Gewerbeschule zu Berlin desselben Jahres einlieferte, und welche 
in diesem Journal Bd. 66 wieder abgedruckt worden ist, habe ich in der 
ersten Nummer den Bereich fixirt, innerhalb dessen die Integrale einer 
Ditterentialgleichung 


d"y d"—!y 


d"” —) y 
= Pı 


1 FE ae U 7 


die” dei 
deren Uoeffieienten innerhalb eines einfach zusammenhangenden Flächen- 
theils T der z-Ebene nur in einer endlichen Anzahl von singulären Punkten 
unstetig werden, im Uebrigen aber innerhalb dieser Fläche eindeutig und 
eontinuirlich sind, sich nach ganzen positiven Potenzen entwickeln lassen. 
Wenn es sich nur darum handelte zu zeigen, dass für eine hinläng- 

lich kleine Umgebung eines von den singulären Stellen verschiedenen 
Punktes x, der Fläche T eine eonvergirende nach positiven ganzen Potenzen 
. . ur dy d"—1y 

von 2— x, fortschreitende Reihe y von der Art existirt, dass y, en a Fe 
für = x, beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen, und dass sie der 
Difterentialgleichung Genüge leistet, so konnten wir uns auf den für 


beliebige Differentialgleichungen von Cauchy gelieferten Existenzbeweis 


berufen. 

Es handelte sich vielmehr darum zu lehren, dass für die linearen 
Ditterentialgleichungen die singulären Punkte der Coefficienten die einzigen 
singulären Stellen der Integrale derselben sind; mit anderen Worten, dass 
die Reihe y innerhalb eines x, als Mittelpunkt umgebenden bis zum nächsten 
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singulären Punkte a heranreichenden Kreises convergirt. Hierzu war er- 
forderlich, in Anlehnung an die Cauchysche Methode (methode des limites) 
die Hülfsdifferentialgleichung (Gl. (3.) No. 1 der eitirten Abhandlung) so 
zu wählen, dass für diese die Darstellbarkeit des entsprechenden Integrals 
innerhalb eines x, umgebenden bis a heranreichenden Kreises durch eine 
convergente nach ganzen positiven Potenzen von 2— x, fortschreitende 
Reihe zur Evidenz gebracht werden kann, woraus alsdann nach der Methode 
von Cauchy dasselbe für die vorgelegte Differentialgleichung erschlossen wird. 

In jüngster Zeit hat ein amerikanischer Schriftsteller *) bei Gelegen- 
heit der Besprechung des Buches des Herrn Heffter über lineare Differential- 
gleichungen und des Handbuches des Herrn Schlesinger die Aufgabe über- 
nommen, das was ich in der T'heorie der linearen Differentialgleichungen 
erstrebt habe, zu verkleinern. Unter anderem will derselbe unter Berufung 
auf eine Stelle in einer Arbeit des Herrn Thome, dieses Journal Bd. 66 
p. 322 in Bezug auf den Existenzbeweis für die Integrale linearer Diffe- 
rentialgleichungen mir die Priorität streitig machen. Die vorstehende Ar- 
beit von Günther, welche eine Abänderung der von mir angewendeten 
Hülfsdifferentialgleichung enthält, giebt mir Veranlassung hier ausdrücklich 
zu constatiren, dass mir vor dem Erscheinen meiner Programmarbeit über 
das oben erwähnte Merkmal, welches die linearen Differentialgleichungen 
von den nicht linearen unterscheidet, oder über den Beweis der Convergenz 
von y innerhalb eines x, umgebenden bis zum nächsten singulären Punkte 
heranreichenden Kreises weder eine Publication, noch auf einem anderen 
Wege eine Mittheilung von irgend einem anderen Mathematiker bekannt 
geworden ist. 

Es ist übrigens hier nieht der Ort auf die Art näher einzugehen, wie 
derselbe Verfasser auch nach anderen Seiten hin durch Zusammenstellung 
von Schriften anderer Autoren, welche später als die meinigen publieirt 
worden sind, mit den letzteren sich historische Daten nach Belieben construirt. 


*) Bulletin of the American Mathematical Society November 1896 Ser. II Vol. IH 
No. 2 und Januar 1897 Ser. II Vol. III No. 4. 
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. 
W er je eine Arbeit über ein wissenschaftliches Thema gemacht hat, weiss gewiss, 
wie schwer es ist, über einschlägige Schriften auf dem betreffenden Gebiete sichere Kunde 
zu erhalten. Manche mühselige Untersuchung hätte unterbleiben können. wäre dem 
Forscher zur rechten Zeit bekannt geworden, dass der Gegenstand schon vorher erschöpfend 
bearbeitet war. Die Zerstreuung der Litteratur in den vielen Zeitschriften der verschie- 
denen Kulturvölker erschwert jedoch die Kenntnisnahme der Facharbeiten selbst für die- 
jenigen, welche an Orten mit reichlich ausgestatteten Bibliotheken wohnen. Für den aber, 
der aus Mangel an öffentlichen Büchersammlungen sich die litterarischen Hülfsmittel selbst 
beschaffen muss, ist es eine Unmöglichkeit, von den Arbeiten der Fachgenossen Einsicht 
zu gewinnen, falls ihm nicht durch ein bezügliches Speeialwerk diese laufende Arbeit 
abgenommen wird. 

Die Notwendigkeit eines solchen litterarischen Hülfsmittels für alle Wissen- 
schaften ist daher jetzt allgemein anerkannt. In vorbildlicher Weise ist der Jahresbericht 
über die Physik seit 1845 in den „Fortschritten der Physik“, herausgegeben von der 
Physikalischen Gesellschaft in Berlin, erstattet worden, und nach seinem Muster wurde 
1868 das 


„Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik“ 


ins Leben gerufen. Seit 1871 erscheint es in ununterbrochener Folge und berichtet in 
den 25 bisher erschienenen Bänden über die gesamte mathematische Welt!itteratur der 
27 Jahre 1868 bis 1894, indem zwei Bände (II, 1869/70 und XXV, 1893/94) zwei Jahr- 
gänge vereinigt enthalten. 
Als Ziel des Jahrbuchs wurde von den Herausgebern in der Vorrede des ersten 
Bandes bezeichnet: 
demjenigen, der nicht in der Lage ist, alle auf dem umfangreichen Gebiete 
der Mathematik vorkommenden Erscheinungen selbständig zu verfolgen, ein 
Mittel zu geben, sich wenigstens einen allgemeinen Ueberblick über das Fort- 
schreiten der Wissenschaft zu verschaffen, sowie dem gelehrten Forscher 
seine Arbeit bei Auffindung des Bekannten zu erleichtern. 
Der Erreichung dieses Zieles, das seitdem unablässig verfolgt wurde, ist die Art 


der Berichterstattung angepasst. Die nach Jahrgängen bearbeitete Litteratur ist sachlich 











im Jahrbuche geordnet, so dass alle Arbeiten über verwandte Gegenstände unmittelbar 
hinter einander stehen. Die hierbei gewählte Einteilung ist weniger von abstrakt philo- 
sophischen Gesichtspunkten aus getroffen, als vielmehr aus dem Bestreben, durch ein leicht 
erkennbares und übersichtliches Einteilungsprineip die Auffindung jedes Sondergebietes 
zu erleichtern. Jeder Band wird in drei Heften ausgegeben, die in Abschnitte geteilt 
sind, von denen jeder wieder in Capitel und Unterabteilungen gegliedert ist. Das erste 
Heft enthält die Analysis und umfasst 7 Abschnitte: I. Geschichte und Philosophie, 
Il. Algebra, III. Zahlentheorie, IV. Combinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung 
V. Reihen, VI. Differential- und Integralrechnung, VII. Functionentheorie. Das zweite 
Heft bringt die Geometrie in zwei Abschnitten: VIII. Synthetische Geometrie, IX. Analy- 
tische Geometrie. Im dritten Heft werden die Arbeiten aus der angewandten Mathe- 
matik angezeigt, und zwar in den Abschnitten: X. Mechanik, XI. Mathematische Physik, 
XII. Astronomie und Geodäsie. 

Das grosse Material eines Bandes wird dem Leser in zwiefacher Weise übersicht- 
lich zusammengestellt, indem einmal in dem Sachregister die Titel aller besprochenen 
Arbeiten, zum Teil gekürzt, abgedruckt werden, sodann aber das alphabetische Autoren- 
Verzeichnis die sichere Auffindung jeder einzelnen Arbeit vermittelt. Zur Beurteilung 
des Umfanges diene die kurze Angabe, dass der letzte Band, der allerdings zwei Jahr- 
gänge umfasst, etwa 4500 Titel in dieser Weise zweimal geordnet vorführt. 

Der Titel jeder Arbeit wird mit den notwendigen bibliographischen Angaben 
abgedruckt. Danach folgt ein kurz gefasster Bericht über den Inhalt. Dieser, von einem 
sachverständigen Mathematiker des Sondergebietes abgefasst, soll dem Leser ein möglichst 
deutliches Bild von dem in der Schrift bewirkten Fortschritt geben, beschränkt sich daher 
auf ein sachliches Referat und soll prineipiell auf unfruchtbare Kritik verzichten. 

Das Jahrbuch hat sich seit seinem Bestehen des stetig wachsenden Beifalles der 
Mathematiker aller Länder, besonders aber der productiven unter ihnen zu erfreuen ge- 
habt. In Deutschland entstanden, und in deutscher Sprache verfasst, wird es überall zu 


Rate gezogen, wo es sich um Arbeiten handelt, welche die Wissenschaft fördern sollen. 


Bedeutende Mathematiker des Auslandes — um einen jüngst Verstorbenen zu nennen, 
ein Mathematiker von dem Range eines Cayley — haben es nicht verschmäht, in liebens- 


würdiger und entgegenkommender Weise Berichte für das Jahrbuch regelmässig abzufassen 
und pünktlich einzuschicken. Sieht man ferner die Liste der deutschen Mitarbeiter der 
einzelnen Bände durch, so findet man die Namen der meisten Gelehrten vertreten, 
welche jetzt die mathematischen Lehrstühle an den Universitäten und anderen Hoch- 
schulen inne haben, ebenso derjenigen Mathematiker von Gymnasien und Realanstalten, 
welche sich durch wissenschaftliche Leistungen auszeichneten. 

Die Beendigung des XAV. Bandes ist in gewisser Weise ein Jubiläum des Jahr- 
buchs, für welches zwar keine Feste gefeiert werden, das aber alle diejenigen mit 
hoher Genugthuung erfüllt, welche an dem Werke geholfen haben, und denen das Ge- 


deihen des Jahrbuchs und der mathematischen Wissenschaft am Herzen liegt. Die statt- 
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liche Reihe der 25 Bände giebt ein Bild von den Fortschritten der einzelnen Zweige der 
Mathematik seit dem Jahre 1868. Von den vielen anerkennenden Urteilen über das 
Werk setzen wir der Kürze wegen nur dasjenige des Professors Fr. Meyer aus Clausthal, 
eines hervorragenden Mitarbeiters, aus dem ersten Jahresbericht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung hierher (S. 99): 
„Vor allem ist für den Berichterstatter von Bedeutung, dass erst von 
1868 ab mit Hülfe der durch Ohrtmann und Müller begründeten „Fort- 
schritte der Mathematik“ — eine in der mathematischen Litteratur einzig 
dastehende Schöpfung — eine vollständige Uebersicht über die einschlägigen 
Leistungen ermöglicht wird“. 

Manchen sonst gut ausgestatteten Bibliotheken fehlt dennoch das Jahrbuch; ja 
es ist vielen Mathematikern an Gymnasien und Realanstalten gar nicht bekannt, dass 
ein solches Werk vorhanden ist, welches ihnen an Stelle eines kleinen Ausschnittes aus 
der Fachlitteratur die Kenntnis der gesamten Schriften vermittelt. 

Das Jahrbuch gehört also nicht zu der grossen Zahl ephemerer litterarischer Er- 
scheinungen auf dem Gebiete der mathematischen Disciplinen, und die Zukunft kann 
seinen Werth nur erhöhen, nicht aber vermindern. 
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